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Notes

Ce document recense les développements que j’ai préparés lors de la préparation a l'agréga-
tion de mathématiques & 'ENS Rennes en 2013/2014. J’ai choisi de rédiger les développements
que je considére comme originaux, intéressants ou les développements que je ne trouvais pas
assez détaillés dans les livres. Les démonstrations sont donc volontairement tres détaillés.

Pour chaque développement j’ai listé les lecons dans lesquelles il peut étre inclus. Si le numéro
de la lecon est entre parenthese, cela signifie soit que le développement ne rentre pas trés bien
dans la lecon ou soit que j’ai un doute sur la pertinence du développement dans la lecon.

A la fin du document j’ai listé les legons avec leur titre (en 2014) ainsi que les couplages
que j’ai effectués. Ces couplages servent essentiellement & donner des idées mais ’ensemble n’est
stirement pas optimal (il y a beaucoup trop d’impasses).

Je voudrais aussi par avance m’excuser pour les éventuelles fautes d’orthographes et co-
quilles.

Pour une navigation plus pratique ce document contient des liens donc n’hésitez pas a cliquer
sur les numéros des lecons ou les titres des développements pour y accéder.
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Chapitre 1

Développements d’analyse

1.1 Le théoréme de Stone-Weirestrass

— Lecgons concernées : 201 ; 202; 203 ; (209); (228); 241; (246)

— Référence : Topologie et analyse 3 année, Georges SKANDALIS (pages 150-155)

— Remarque : Ce développement, assez original, est une utilisation astucieuse de concepts
élémentaires. De plus il possede de nombreuses applications.

Théoréme 1 Soit X un espace compact et C(X,R) l’ensemble des fonctions continues sur X
a valeurs réelles. Si A est une sous-algébre de C(X,R), qui contient les fonctions constantes de
C(X,R) et qui sépare les points de X, c’est a dire qui vérifie

V(z,y) € X% x#y = g€ A, g(z) # g(y),

alors A est dense dans C(X,R) muni de la norme infini.

Démonstration :
On démontre ce théoreme en 5 étapes : les trois premieres étapes consistent en la démonstration
de lemmes qui seront utilisés pour démontrer le coeur du théoréme qui réside en les deux dernieres
étapes. On aura pour objectif de montrer que pour tout € > 0 et f € C(X,R), il existe g € A
vérifiant ||f — g||co < . On remarque que A vérifie aussi les hypotheéses du théoréme.

Etape 1:
Montrons qu'il existe une suite de polynomes (P,) € R[X]N qui converge uniformément vers la
racine carré sur l'intervalle [0, 1].

Posons Py =0 et pour n >0, P,y1 =P, + %(X — P?).

On a tout d’abord que pour tout n € N et pour tout ¢ € [0, 1], P,(t) € [0, \/ﬂ
En effet raisonnons par récurrence : pour n = 0 on a le résultat et si pour n € N on a
vt €[0,1], Py(t) € [0, /] alors

Paa(t) = Palt) + 5t~ Palt)?) > 0,

Paaa(t) = Vi = (Pa(t) = v0) (1= 5/ + Palt))) <0

Dou P,4+1(t) € {0, \/ﬂ, ce qui conclut la récurrence.
Ainsi pour tout n € Net ¢t € [0,1], on a Poy1(t) — Pa(t) = 3(t— Pa(t)?) > 0. La suite (P, (t)) est
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donc croissante est majorée ainsi elle converge vers [ qui vérifie [ = [ + %(t —12). Donc la suite
(P,) converge simplement vers la racine carré sur le compact [0, 1]. De plus elle est croissante
donc d’aprés le théoréme de Dinit, (P,) converge uniformément sur [0, 1] vers la racine carré.

On remarque aussi que pour tout entier n on a P,(0) = 0.
Ceci sera utile pour la deuxiéme étape.

Etape 2 :
Montrons que si f et g sont dans A alors min(f,g) € A et max(f,g) € A.

On remarque tout d’abord que

Ainsi il suffit de démontrer que si h € A alors |h| € A .
Si h = 0 le résultat est évident.
Supposons maintenant que h #% 0 et posons h = W ce qui a un sens car X est compact.

Ainsi on a que h? est & valeur dans [0,1] donc la suite de fonctions (P, o h?) converge unifor-
mément vers la fonction |h|. De plus comme pour tout entier n on a P,(0) = 0, il vient alors
que P, o h? est un élément de A car A est une algebre.

Ainsi |h| = [|h||ooh appartient & A en tant que limite uniforme d’éléments de A .

Etape 3:
Montrons que pour tout (z,y) € X? vérifiant x # y et pour tout (a, 3) € R?, il existe f € A tel
que f(z) =aet f(y) =p.

A sépare les points de X donc Jg € A tel que g(x) # g(y). De plus A contient les fonctions
constantes. Ainsi il suffit de poser la fonction f comme suit et de voir qu’elle vérifie la propriété :
b —«

f:a+m (9 — g(x)).

FEtape 4 :
Nous allons maintenant rentrer dans le coeur de la démonstration du théoreme.
Soit € > 0 et f € C(X,R).
Montrons que pour tout x € X, il existe g, € A vérifiant g,(x) = f(x) et pour tout y € X,
92(y) < f(y) +e.

Soit z € X. Pour tout z € X il existe h, € A tel que h,(z) = f(x) et h.(z) = f(z). En effet si
z = z alors il suffit pour h, de pendre la fonction constante égale a f(z) et si z # z on utilise
la troisieme étape.

De plus, comme h, — f est continue et s’annule en z, il existe V, un voisinage ouvert de z tel
que pour tout y € V3, h.(y) < f(y) +e.

Ainsiona X = |J V..
zeX
Or X est compact donc il existe un ensemble fini I tel que X = |J V., avec z; € X.
icl

1. théoreme démontré a la fin de la section



Posons g, = min(h,,, i € I). D’apres la deuxiéme étape, g, € A . De plus on a g,(z) = f(z) et
pour y € X il existe i € I tel que y € V,,, donc g.(y) < h., (y) < f(y) +e.

Etape 5
Montrons finalement qu’il existe g € A vérifiant ||f — g||oo < €.

En reprenant les notation de 1’étape 4 on a que la fonction g, — f est continue et s’annule en
x, donc il existe W, un voisinage ouvert de x tel quel pour tout y € Wy, ¢.(y) > f(y) —e. De

plus X est compact et X = [J W, donc il existe un ensemble fini J vérifiant X = [J V;, avec
zeX jeJ
T € X.

Posons g = max(g.;, j € J) et soit z € X. Toujours d’apres I'étape 2 on a que g € A
De plus il existe j € J tel que z € W;. Donc on a f(r) — ¢ < gg,(z) < g(x). Mais on a aussi
qu'il existe k € J tel que g(x) = gz, (z) < f(x) + e d’apres 'étape 4.

On vient donc d’établir que pour tout = € X, |f(x) — g(x)| < &, ce qui conclut la preuve. [

Avant de démontrer le théoréme de Dini voici quelques remarques :

— Tout d’abord une remarque d’ordre pratique. Dans un plan de lecon, dans laquelle on
décide de prendre ce développement, on peut tout a fait faire une sous partie consacrée
a ce théoreme. On pourra commencer par énoncer le théoreme de Dini puis mettre
en exemple la suite de polyndme de I’étape 1. Comme ce développement est un peu
long cela permettra d’admettre ’étape 1 en s’appuyant sur le plan. Ensuite on énonce le
théoréme de Stone-Weirestrass dans le cas réel (le développement) et en corollaire on peut
énoncer le théoreme de densité des polynomes dans I’ensemble des fonctions continues
sur un compact. Pour finir on énonce le théoreme de Stone-Weirestrass dans le cas
complexe suivi en corollaire par le théoréme de densité des polyndémes trigonométriques
dans I’ensemble des fonctions continues périodique (voire parler de Fourier). On pourra
par exemple utiliser comme référence Topologie générale et espaces normés de Nawfal
EL HAGE HASSAN.

— On peut affaiblir un peu les hypotheéses du théoreme. A la place de « A contient les
fonctions constantes » on peut supposer que « pour tout x € X, il existe f € A telle que
f(x) # 0 » mais cela complexifie un peu la démonstration.

— Dans le cas complexe (i.e si on remplace C(X,R) par C(X, C)) il faut rajouter '’hypothese
« pour tout f € A, f € A » Pour démontrer le cas complexe du théoreme, il suffit de
remarque que pour f € A, on a Re(f) = % € A ainsi que Im(f) = % € A. Puis
on applique le cas réel du théoreme aux partie réelle et imaginaire de f pour conclure.
Sans cette hypothese, le théoréme est faux. En effet I’application z +— Z n’est pas limite
uniforme sur le disque unité d’une suite de polynome.



Théoréme 2 (de Dini)

Soit X un espace compact et (f,) une suite croissante de fonctions continues sur X (i.e pour
tout v € X etn €N, foi1(x) > fn(z)). Sila suite (f,) converge simplement vers une fonction
f continue alors (f,) converge uniformément vers f.

Démonstration :
On pose g, = f — fn. Soit € > 0, posons pour tout entier n,

Vale) ={z € X, gn(x) <e}.

Comme g, est continue on a que V,,(g) est ouvert et comme (g,,) converge simplement vers la
fonction nulle on a X = |J V,,(¢). Comme X est compact il existe N € N tel que X = |J V,,(¢)
neN n<N

et comme (g,) est décroissante, la suite (V;,(e)) est croissante donc pour tout m > N, X =
Vin(g). Ceci montre que (g,,) converge uniformément vers la fonction nulle, d’ou le résultat. [



1.2 L’espace de Sobolev H'(I)

— Lecgons concernées : 201; (203); 205; 208; 213; 234 ; 254 ; 255

— Référence : Analyse fonctionnelle, Haim BREZIS (pages 121-123 et 129)

— Remarque : Les espaces de Sobolev ont été introduits pour la résolution d’équations
aux dérivées partielles (comme par exemple I’équation de la chaleur). Cependant pour
I’agrégation il n’est pas nécessaire d’étre un spécialiste de ces EDP pour faire ce dévelop-
pement. De plus pour rester le plus élémentaire possible on ne parlera pas de distributions
dans ce développement.

Définition 3 Soit I un intervalle ouvert et non vide de R. On note L*(I) I’ensemble des fonc-
tions définies sur I, a valeurs réelles et de carré intégrable sur I. On définit

HY(I) = {u € L*(I), 3g € L*(I), Y € D(I), /Iu ¢ = —/Ig ©}.

Pour chaque fonction v € H'(I), la fonction g associé est unique et on la note u'.

Avec le langage des distributions, H'(I) est l’ensemble des fonctions dans L*(I) de dérivé (au
sens des distribution) dans L*(I).

On munit H*(I) du produit scalaire

<u|v>:/uv+/u’v’.
I I

Théoreme 4 Soit I un intervalle ouvert et non vide de R. On a alors
(i) HY(I) est un espace de Hilbert;

(ii) HY(I) s’injecte de facon continue dans L*(I) ;

(iii) Si I est borné alors H'(I) s’injecte de facon compacte dans C(I).

Démonstration :
(i) : Soit (uy,) une suite de Cauchy de H(I).
Comme pour v € H'(I) on a |[u|[* = |Ju|[3, + |[t/|[32, il vient que les suites (uy) et (u],) sont

de Cauchy dans L?(I). Or L?(I) est complet donc il existe u et et v dans L%(I) tel que

L? L?
U, — u et v, — 0.

De plus pour tout ¢ € D(I), on a [;u, ¢’ = — [;u;, ¢, donc par passage & la limite 2 quand n
tend vers 4+o00 on obtient [;u ¢’ = — [;v ¢.

Ainsi v € HY(I) et ' = v. Donc (uy,) converge dans H*(I) vers u € H*(I). Ceci démontre bien
que H'(I) est un espace de Hilbert.

(7i) : L’application
HYI) — L?(I)
u o u

est une application linéaire injective. De plus elle est continue car pour tout u € H'(I) on a
lullZ2 < MlullZz +11'ullF2 = [|ul]-

2. Gréace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a | fI(un —u) @ < ||Jun — ul|L2]]p]|L2- De méme avec u), et v.
Ceci justifie le passage a la limite.



(#i7) : On rappelle que 'on suppose ici I borné. Dans un premier temps nous allons construire
une application linéaire injective de H'(I) dans C(I). B
Pour cela supposons que I =|a,b| et définissons pour u € H'(I), 'application @ définie sur I

par
T
ﬁ:xH/ o’

Cette application est bien définie car v’ € L'(I) vu que I est borné et donc que L*(I) € L'(I).
De plus elle est continue sur I. En effet pour x € I et h € R tel que z +h € I on a

z+h
[
T

Mais I'application u +— @ n’est pas injectif car on a 1 = 0.
Essayons de la rendre injective. On a pour ¢ € D(I)

[ov = [ [feouorn
= // ) X[a,e)(t) dt dz
- // z) Xy (z) do dt
_ / /t o(2) de /(1) dt
- _/1“/30
- /IW.

On utilise a la troisieme ligne le théoréeme de Fubini et a I’avant derniere ligne on utilise le fait
que ¢ est a support compact dans I donc s’annule au voisinage de b. Ainsi pour tout ¢ € D(I)
on a [;(&—wu) ¢ = 0. Ainsi on en déduit? qu'il existe C, € R tel que u = @ + C,, presque
partout sur I. Posons alors

a(z +h) —afz)| < < V||| 2

T: HY(I) — c()
U — a4+ Oy

L’application T est bien définie car @& + C, est continue sur I. De plus elle est linéaire et
injective car pour v € H'(I) on a T(u) = u presque partout. Il reste donc & montrer que T
est un opérateur compact 4. Pour cela appliquons le théoréme d’Ascoli a T'(B) avec B la boule
unité fermé de H'(I).

Tout d’abord T(B) C C(I) et I est compact. Ensuite T/(3) est borné dans C(I).

En effet pour u € Bet z € I on a

1< Vr—a |l < V| lul] < /11
Or ||lu|]| <1 donc ||ul|zz = ||T(u)||r2 < 1. Ainsi

1> (i@ + Cullze > [|Cullz2 = [[all2 > [Culy/ T = l[lloo/I1] = (ICul = v/I1T) V11

3. voir dans Analyse fonctionnelle de BREZIS le Lemme VIII.1 (page 122) et le lemme IV.2 (page 61)
4. il n’est pas nécessaire de vérifier que T' est continue

ja(z)| =




Donc |Cy| < ﬁ + /|| et il vient que ||T(w)||oo < ||t||ooc + [Cul < 24/ |I| + ﬁ

Pour finir on vérifie que T(B) est équicontinue. Soit u € B et (z,y) € I%, on a

T
[ | = Vie =gl Wl < Vo =l
Y

Ainsi par le théoreme d’Ascoli I’ensemble T'(B) est relativement compact et 17" est bien un
opérateur compact. U

T (u)(x) = T(u)(y)| = lu(z) —a(y)| <

10



1.3 Densité de I’ensemble des fonctions continues partout et
dérivables nulle part

— Lecgons concernées : 201; 202; (205); 228; (241)

— Référence : Analyse pour l’agrégation, Claude ZUuiLy, Hervé QUEFFELEC (pages 270-
272)

— Remarque : Le point clef de cette démonstration est 1'utilisation du théoréme de Baire.
Ce développement démontre également ’existence d’une fonction continue sur [0, 1] et
dérivable en aucun point de [0, 1]. Cependant il ne donne pas d’exemple explicite d’une
telle fonction (car I'axiome du choix se cache dans le théoreme de Baire).

Proposition 5 Soit A l’ensemble des fonctions f continues sur [0,1], d valeurs réelles telles
que pour tout z € [0,1], f ne soit pas dérivable en x.
L’ensemble A est dense dans C([0,1]) muni de la norme infini.

Démonstration :
Posons B =C([0,1]) \ A et pour tout n € N,

E,={f€C([0,1]), 3z € [0,1], Vy € [0,1], |f(z) = f(y)| < nlz —yl}.

Dans le but d’utiliser le théoréeme de Baire, nous allons démontrer ces trois étapes :
— Ftape 1 : on al'inclusion B C |J Fjy;

neN
— Etape 2 : pour tout entier n, F, est fermé dans C([0,1]);
— Etape 3 : pour tout entier n, F, = .
Etape 1 : Soit f € B. Il existe z € [0,1] tel que f soit dérivable en z car f & A.
Ainsi 'application
fly) — f(z)

y—x

Yy

est bornée sur [0,1] \ {z}.
Il existe donc M € N tel que pour tout y € [0,1], |f(y) — f(z)] < M|y — x|.

Ainsi f € Fys et on obtient que B C |J Fp.
neN

Etape 2 : Soit n € N et (f;,) une suite de Fj, qui converge uniformément vers une fonction
feC((0,1]).

Pour tout k£ € N, il existe zj, € [0, 1] tel que pour tout y € [0, 1] on ait | fx(xx) — fr(y)| < n|zr—y|.
Or [0, 1] est compact donc il existe une fonction ¢ : N — N strictement croissante et z € [0, 1]
tels que z, ) kjo T.

Donc pour tout y € [0,1], on a

1f(z) = f)] < |f(@) = for)@om)| + 1ot (o)) — Fote) W+ | fou () — f()]
< [f(®@) = @)+ [f (@) = for) (@om)] + nlzomw) — vl + o) — flloo
< @) = o)l + 2l fow) = flloo +nlzouw) =yl —> nle —yl-

Ainsi f € F, et on obtient que l’ensemble F), est fermé dans C([0, 1]).
Etape 3 : Soit n € N et f € F,. Montrons que

Ve >0, 49 € C([0, 1)\ Fr, [|f —glloo <&
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Soit € > 0. Il existe une fonction polynomiale P € R[X] vérifiant ||f — Pl|oc < 5.

Posons alors M = ||P’||oc et N > 2 %
Considérons maintenant I’application go, %—périodique7 définie sur [0, 1] par

Ko s refod

Cx—
g0 e Ny g 3:6[1 i]
27 2 N> N

Voici le graphe de la fonction gg

11 1
2N N

Il est facile de voir que |[go||oo < 5.

Posons g = P + gg et vérifions que cette fonction est bien celle que ’on cherche.
On a d’une part que

g

1f = glloo <[ = Plloo + llg0lleo < 5 +

<e.
5 <

| ™

D’autre part montrons que g ¢ Fj, c’est-a-dire que
Va € [07 1]7 ay € [07 1]7 ’g(l’) - g(y)| > n]a: - y’

Tout d’abord pour tout (z,y) € [0,1]* on a |g(z) — g(y)| > |go(2) — go(y)| — |P(z) — P(y)|-

De plus on a par le théoréme des accroissements finis que |P(x) — P(y)| < M|z — y].

Fixons maintenant x € [0, 1]. Il existe y € [0, 1] différent de x tel que x et y soit dans un méme
intervalle de la forme [%, %} avec k € [0,2N —1].

Ainsi on peut appliquer le théoréme des accroissements finis a gg qui est dérivable sur 'intervalle

[min(z, y), max(z,y)|. Il existe donc z € [min(z, y), max(z,y)| tel que

90(2) =90 = lgo(2)] |z =yl

€N| |

PR x_

5 Y

> (M+n+1)|:c—y|.

Ainsi on obtient finalement que

19(x) = 9(y)| = [go(z) — go(y)| = |P(x) — P(y)| = (n+ )|z — y| > n|z — y|

ce qui conclut cette étape car on vient de montrer que F;, ne contient aucune boule de rayon ¢

(o]
ceci pour tout € > 0. Donc F), est vide.

Ainsi toutes les hypotheéses du théoréme de Baire sont réunies et on a

o

Bc U =2
neN

o

Donc A = C([0,1]) \ B = C([0,1]). O
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Théoréme 6 (de Baire)
Soit (E,d) un espace métrique complet. On a

(i) Si (Oy) est une suite d’ouverts denses de E alors (| O,, est dense;
n

(ii) Si (Fy,) est une suite de fermés de E d’intérieurs vides alors |J F, est d’intérieur vide.
n

Démonstration :
(7) : Pour montrer ce résultat nous allons utiliser la caractérisation suivante de densité

A est dense dans E <= V O ouvert de £, ANO # @.

Soit (Oy,) est une suite (dénombrable) d’ouverts denses de E et O un ouvert de E.

Montrons que | O, NO # @ en « construisant » une suite de Cauchy (xj) convergeant vers
neN

ze N O, NO.

neN
Contrairement & ce que laisse penser la plupart des références, la construction de la suite (zy)
n’est pas une construction par récurrence dans le sens ou elle n’utilise pas ’axiome de récur-
rence”.
Pour monter l'existence d’une telle suite (z3) nous allons utiliser ’axiome du choix dépendant.

Cet axiome dit que si X est un ensemble non vide et si R est une relation binaire sur X vérifiant
Vee X, dye X, 2Ry
alors il existe une suite (x) € X N vérifiant pour tout entier k, T Rxk1.

Posons X = {(B(x,r),k), € E, k€N, 0 <r < 27%} avec B(z,7) = {y € E, d(z,y) <r} et
définissons R sur X? par

(B(z, 1), KYR(B(y,8), 1) = 1 =k +1 et B(y,s)cB(x,g)m () 0n) NO
n<k

Soit (B(z,7),k) € X.

En tant qu’intersection finie d’ouverts denses, 'ensemble B (z,5) N (N On) NO est ouvert et
n<k

dense. Ainsi il existe y € E et s €]0, 5[ tel que B(y,s) CB(z,5) N (N On) NO.
n<k
On a donc (B(y,s),k+1) € X et
(B(z,1), KYR(B(y, ), + 1).

D’apreés 1'axiome du choix dépendant il existe (zx) € EN et (rg) € (R%)N tels que®

Vk € N, B(J:k+1,7‘k+1) CB <$k, %) N (ﬂ On) NnOo.
n<k

De plus la suite (r4) tend vers 0 par définition de X et comme pour tout entier k,

B(zpy1, 52) C B(@pt1, h41) C B(2k, %) on a par le théoréme des fermés emboités

o £ ﬂB(azk,%)C(ﬂ 0,) NO.

keN neN

D’ou le résultat. Le (i) se déduit de la propriété E\ A= E'\ A. O

5. Cet axiome dit qu’étant donné X un ensemble non vide, a € X et h une application définie sur N x X et
a valeurs dans X, il existe une unique suite (z1) € XN vérifiant o = a et pour tout entier k, zpr1 = h(k, xr).

6. En fait on devrait considérer également une suite d’entier (nj) mais vu que cette suite serait strictement
croissante et vérifierait k < ng, le résultat reste vrai.

7. Ce qui revient & dire que (z1) est de Cauchy donc converge vers = € B(x,, %) pour tout entier n.
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1.4 Théoréeme de Montel

— Lecgons concernées : 201; 203; 241; 245

— Référence : Analyse réelle et complexe, Walter RUDIN (page 329 voir familles normales)

— Remarque : Ce théoréme permet de caractériser les parties compactes de ’ensemble
des fonctions holomorphes sur un ouvert. Ce sont les parties fermées et bornées. Bien
slir tout ceci n’a un sens que si on définit une distance mais on préférera ici éviter de
parler de cela dans le développement. Le point clef de ce développement est 'utilisation
du théoreme de Montel et le procédé d’extraction diagonal.

Théoréme 7 (de Montel)
Soit Q un ouvert non vide de C. On note H(Q2) l’ensemble des fonctions holomorphes sur €.
Soit (fr) € H(QN wérifiant pour tout compact K de 2,

IM >0, VkeN, Vz € K, |fu(2)] < M.

Alors il existe f € H(Q) tel que (fr) admette une sous-suite qui converge uniformément sur
tout compact de 2 vers f.

Démonstration :
Commengons par construire (K,,) une suite exhaustive de compacts pour 2, c¢’est-a-dire une
suite (K,,) qui vérifie

(i) pour tout n € N, K, est un compact de §2;

(ii) pour tout n € N, K, C [%n+1 :
(iii) Q= U K.
n>0
11 suffit de prendre K,, = {z € C, |z|] <n et d(z,C\ Q) >27"}.

On va ensuite utiliser le théoreme d’Ascoli appliqué a la suite (fy) sur le compact K.

Pour tout & € N, fi est continue (car holomorphe) sur le compact K, et pour tout x € K,,
Iensemble { fx(x), k € N} est bornée car (fx) est uniformément bornée sur K.

Montrons que la suite (fy) est équicontinue sur K.

Soit x € K, il existe 0 tel que B(x,d) C K,41 car K,, C IO(nH. De plus d’apres I’hypothese du
théoréme il existe C' > 0 tel que Vk € N, Vz € K, 11, |fr(2)] < C.

Soit € > 0, posons a = min (2‘%, g) > 0.

Pour tout y € B(z,a) et k € N on a par la formule de Cauchy pour le lacet 7 : t — 2 + e
que

|fr(z) = fe(y)| = i A gk—(i B gk—(ii dg’
-y fk(g)
= o L E—oe—y) dg’
- 27 %
< EOC
= 75
< ¢
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En effet on a pour ¢ € [0, 1], on a

— |fe(y@) < C;

— |y(t) —z[=9;
—lr—yl<a<y;

— () =yl 2 [6e*™| — |o —y| = §.

Ainsi on a
Ve € Ky, Ve >0, 3a >0, Yy € B(z,a) NK,, Yk e N, |fr(z) — fr(y)| <e,

ce qui montre que la suite (fx) est équicontinue sur K.
On en déduit d’apres le théoreme d’Ascoli qu’il existe ¢, : N — N strictement croissante telle
que (fy,(k))k converge uniformément sur K.

On va maintenant utiliser le procédé diagonal pour extraire une suite de (fx) qui converge unifor-
mément sur tous les K,,. Pour cela on construit® une suite de fonctions strictement croissantes
(¢n) qui vérifie 19 = o et pour n > 0, ¥y, telle que (fypgo...op,_sou, (k) )k coOnverge uniformément
sur K,, (I'existence de 1, vient de ce qui précede).

Maintenant si on pose 1 (k) = tg o - - - 0 Y (k), alors pour tout n € N, (fy)) est une sous suite
de (fygo--otn_1own(k))k qui converge uniformément sur K. Ainsi (fy 1)) converge uniformément
sur tout les K. On notera f sa limite simple sur 2. La fonction f est holomorphe sur ) par le
théoreme de Weierstrass.

Pour finir la démonstration prenons K un compact quelconque de Q, on a d(K,C\ Q) > 0 car
K C Q et Q est ouvert. Ainsi il existe n € N tel que d(K,C\ Q) > 27" et donc K C K.
De plus (fy)) converge uniformément vers f sur K, donc sur K. D’olt le résultat. O

Nous allons maintenant traduire le théoréeme de Montel d’un point de vu topologique. Pour cela
définissons tout d’abord une distance sur #H(2).

Définition 8 Soit (K,,) suite exhaustive de compacts pour @ comme défini au début de la
démonstration du théoréme de Montel. Pour f et g dans H(2), posons

oo

A(f,9) = 3 5 min(L11f - gllx)
n=0

avec || f = gllk, = sup({|f(z) — g(2)|, = € Kn}).

Ainsi d définit une distance sur H(Q2) et quelque soit la suite exhaustive de compacts (K,,), cette
distance d définit une méme topologie. On appelle cette topologie, la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact car pour (f,) € H(QN et f € H(Q),

(fn) converge uniformément sur tout compact de Q vers f <= d(fn,f) — 0.

Proposition 9 L’espace (H(2),d) est complet.

Voici maintenant la version topologique du théoreme de Montel.

Théoréme 10 (de Montel)
On munit H(Q) de la topologie de la convergence sur tout compact.
Une partie A de H(SY) est compacte si et seulement si A est fermée et bornée.

8. Toujours grace l'axiome du choix dépendant et non par récurrence

15



1.5 Théoréme de Riesz-Fischer

— Lecons concernées : 201; 205; 208; 234 ; 235; 241

— Référence : Analyse fonctionnelle, Haim BREZIS (page 57)

— Remarque : Ce théoréeme est assez standard mais présente quelques subtilités souvent
passées sous silence dans les livres.

Définition 11 Soit (2, T, u) un espace mesuré et p € [1,00].

Sip € [1,00[, on note LP(QY) l’ensemble des fonctions f définies sur ), a valeurs complexes et
telles que fP soit intégrable sur €.

On note L°(Q) ’ensemble des fonctions mesurables f définies sur Q, a valeurs complezes telles
qu’il existe M > 0 et E € T vérifiant u(E) =0 et Ve € Q\ E, |f(x)] < M.

On pose ~ la relation d’équivalence définie sur LP(Q2) par

f~g < 3IE €T vérifiant W(E) =0 et Vz € Q\ E, f(z) = g(x).

Finalement on définit pour p € [1,00] l'espace quotient LP(Q) = LP(Q)/~.

Pour p € [1,00], on définit sur LP(Q) la norme || - ||, par
1
Il = ([ 1)
Q
On définit sur L>(2) la norme || - ||oo par

|| flloo = inf({M > 0, IE € T vérifiant u(E) =0 et Vo € Q\ E, |f(x)| < M}).

Théoréme 12 Pour tout p € [1,00], LP() est un espace de Banach.
De plus de toute suite de LP(Q2) qui converge dans LP(S) vers une fonction f € LP(S2), on peut
ertraire une sous-suite qui converge pu-presque partout vers f.

Démonstration :
On a tout d’abord que LP() est un espace vectoriel normé?. Montrons que LP(Q2) est complet.
Pour cela on va prendre une suite de Cauchy (f,,) dans LP(£2). On va montrer qu’elle converge p-
presque partout vers une fonction f. Ensuite on montrera que f € LP(2). Pour finir on établira
la convergence de (f,,) vers f dans LP((Q).

Intéressons-nous dans un premier temps au cas ou p = 0.
Soit (fy,) une suite de Cauchy de L*°(€2). On a donc

1
Vk € N*, AN, >0, Vn,m > Ng, ||fa — fil]oo < i

Par définition de la norme infini on obtient pour tout k € N*,

1
Vn,m > Ni, 3Egnm € T, W(Erpnm) =0 et Vo € Q\ Eppm, |fo(z) — fin(2z)] < T
Posons £ = |J Ejnm. L'ensemble E est négligeable 10 en tant qu’union dénombrable d’en-
k,n,m

sembles négligeables.

9. Résultat admis
10. On dira qu’un ensemble est négligeable s’il appartient a la tribu et s’il est de mesure nulle.
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De plus pour tout x € Q\ F on a
1
Vk € N*, IN, >0, Vn,m > Ni, |fn(z) — fm(z)] < T (%)

Pour x € Q\ E, la suite (f,(z)) est de Cauchy donc converge vers f(z) car C est complet.
Ainsi (f,,) converge u-presque partout vers f.1!
Maintenant en faisant tendre m vers l'infini dans (%), on obtient que pour tout z € Q\ E

1
Vk € N*, IN, > 0, Vn > Ng, |fo(z) — f(2)] < T

Ainsi on que pour tout z € Q\ E, |f(x)| <1+ |fn,(z)]. Or fn, € L™(Q) donc il existe M > 0
et un ensemble négligeable F' C (2 tel que pour tout = € Q\ F on ait |fy, (z)| < M. Ainsi pour
tout z € EUF on a |f(x)] <1+ M donc f € L*(Q) car u(E U F) = 0.
De plus comme E est négligeable on a, par définition de la norme infini,

1

vk €N, 3N >0, ¥n = Ni, [lfa = flloo < -

Ainsi (f,) converge vers f dans L>(£2) ce qui démontre que L*(2) est complet.
La seconde partie du théoreme a été établie apres ().

Intéressons-nous maintenant au cas ou p € [1,00[.
Soit (f,,) une suite de Cauchy de LP(£2). On a donc
1
vk €N, AN >0, Vn,m = Ny |lfn = fnlly < - (+%)

n
Ainsi en posant pour tout n € N, ¢(n) = Y Ni , on obtient que pour tout n € N
k=0

1
Hf(p(n+1) - fap(n)”l) < 27

ceci car p(n) et p(n + 1) sont supérieurs a N,,. De plus ¢ est strictement croissante.
Posons alors pour tout n € N

Gn * T —> Z ’fgo(kJrl)(x) - fgp(k)(x)’
k=0

La fonction g, est dans LP(£2) en tant que somme finie de fonctions de LP(£2) et on a par
I'inégalité de Minkowski

1
llgnllpy < > o7 <2
k=0

De plus comme pour tout z € € la suite (g, (x)) est une suite de réelles croissante, elle converge
dans R vers g(z). On définit ainsi une fonction mesurable g :  — R. En appliquant le théoréeme
de convergence monotone a la suite (g2) qui est croissante et a valeur dans R on obtient que

Pdy = 1 p P
/Qg du—nlbn;o[]gndMSZ.

Ainsi g € LP(2) et il existe un ensemble F négligeable tel que pour tout z € Q\ E, g(z) < co.
Pour tout z € Q\ E, la série Y (fox+1)(z) — for)()) est absolument convergente, donc elle
converge car C est complet. Ainsi il existe f(x) € C tel que (f,,)(x)) converge vers f(z).

11. En fait on a pas définie f sur E mais cela importe peu. On peut par exemple décider que f est nulle sur E.
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La fonction f est mesurable en tant que limite simple de fonctions mesurables et vérifie

n

Fo) (@) + D (fors1)(@) = fo ()

k=0

Ainsi f € LP(Q) car f, o) et g sont dans LP(2).

()] = lim

n—00

< |foo) (@) + lg(2)]-

Il reste a montrer que (f,) converge dans LP(Q) vers f.
Soit k € N. Pour tout m > Nj on a grace au lemme de Fatou et a (xx*) que

o o 1\?
17 = ol s = [ tninf £y = ol e < timind [ Fyoy = il du < (55)

Ainsi pour tout k € N il existe Ny, tel que pour tout m > Ng, ||f — fmllp < 27%.
Ceci montre bien que la suite (fy,) converge dans LP(2) vers la fonction f € LP(Q).

Montrons maintenant la seconde partie du théoréme dans le cas ou p € [1,00[. Soit (fy,) une
suite de LP(€Q) qui converge vers f dans LP(Q). Cette suite est de Cauchy donc d’apres ce qui
précede il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que ( fw(n)) converge presque partout
vers une fonction g € LP(Q). Toujours d’apreés ce qui précede on a que la suite (f,) converge
dans LP(Q2) vers g donc par unicité de la limite on a f = g ce qui montre le résultat. ([

Le théoréme précédent nous dit que de toute suite de LP(£2) qui converge dans LP(2) vers une
fonction f € LP(2), on peut extraire une sous-suite qui converge p-presque partout vers f.

On peut alors se demander existe-t-il une suite (f,) de fonctions dans LP(Q2) qui converge dans
LP(Q) mais qui ne converge pas presque partout vers sa limite ?

La réponse est oui si p € [1,00[. En voici un contre-exemple.

Proposition 13 On définit d’abord pour tout n € N* les entiers k, = E (E((g))) et ry, =n—2Fn.
On a ainsin =2k + 1, et 0<r, < 2k,
Définissons maintenant la suite (fy,) de fonctions définies sur [0, 1] par

fnizr— L st ve [2%”’7"5];:1]
0 sinon
On a alors que la suite (fy,) converge vers 0 dans LP([0,1]) (muni de la tribu borélienne et de

la mesure de Lebesgue) pour tout p € [1,00[ mais (fn) ne converge pas presque partout vers 0.

Démonstration :
Il est intéressant de visualiser la situation. Pour & € N et n € [2¥, 251 — 1] les fonctions f,
peuvent étre représenter par un segment de longueur 2% qui parcours 'intervalle [0, 1].
Pour tout k& € N on pose Nj, = 2F et on a pour tout n > Ny,

|umpg(;)?

Donc (f,) converge vers 0 dans LP([0,1]).

De plus (f,) ne converge pas presque partout vers 0. En effet si cela était le cas il existerait
un ensemble E négligeable et N > 0 tel que pour tout = € [0,1] \ E et pour tout n > N,
|fn(2)] < %. Or pour z € [0,1] \ E on a, en posant r = E(z2V), que fov,,(z) =1 > 1 car

2%, <zr< TQLNI ce qui est absurde car oN > N, O
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1.6 Théoréme de Sarkovskii

— Lecgons concernées : (204); 206 ; 223 ; 226 ; (228)

— Référence : Oraux X-ENS, analyse 1, Serge FRANCINOU, Hervé GIANELLA,
Serge NICOLAS (pages 92-94)

— Remarque : Ce théoreme est une application non triviale du théoréme des valeurs
intermédiaires. Ce résultat a été établit il y a peu de temps en 1975.

Définition 14 Soit I un intervalle de R et f: I — I une fonction continue.
Soit p € N*. On dit que f admet un p-cycle s’il existe xog € I tel que

{Vk S [[l,p — 1]], fk<l'0) 7é oty

fP(xo) =20

Théoréme 15 Soit I un intervalle de R et f : I — I une fonction continue.
Si f admet un 3-cycle alors pour tout p € N*, f admet un p-cycle.

Démonstration :
Soit I un intervalle de R et f : I — I une fonction continue.
Pour démontrer ce théoréme nous avons d’abord besoin deux deux lemmes : le premier est assez
général et peut s’appliquer a différentes situations (on pourra admettre). Le second est au
coeur de la preuve du théoreme. On utilisera durant toute la preuve la notation suivante.

Notation : Si K et L sont des segments inclus dans I vérifiant K C f(L), on note alors K — L.

Lemme 16 Soit J et K deux segments inclus dans I vérifiant K — J. Il existe alors un
segment L inclus dans J vérifiant K = f(L).

Démonstration :
L’idéal est de visualiser la situation sur un dessin. On va construire le segment L comme étant
le segment le plus & « gauche » vérifiant la propriété. Pour cela on va d’abord fixer sa borne
supérieure et ensuite sa borne inférieure.

Soit (a, B) € I? tel que K = [a, A].
Comme K C f(J), il existe (a,b) € J? tel que f(a) = a et f(b) = B.

Si o = f alors L = {a} convient. Sinon on a o < 8 et a # b.

Supposons que a < b.

Posons alors v = inf({z € [a,b], f(z) = B}) et u = sup({z € [a,v], f(z) = a}) et montrons
que f([u,v]) = K. Les réels u et v sont bien définis car les ensembles considérés dans les bornes
inf et sup sont non vide (car f(a) =« et f(b) = ).

La fonction f étant continue on a grace a la caractérisation séquentielle de la borne inf et sup que
f(u) = aet f(v) = B. Ainsi d’apres le théoreme des valeurs intermédiaire on a [«, 5] C f([u, v]).

Soit ¢ € [u,v]|, montrons que f(t) € [«, 5].

Si f(t) <a < B = f(v) alors il existe s €]t,v] tel que f(s) = a ce qui est absurde par définition
de u car s € {z € [a,v], f(x) =a}etu<s.

De méme si 5 < f(t) alors il existe s €]u, t[ tel que f(s) =  ce qui est absurde par définition
de vcar s <t <w.

Ainsi f(t) € [a, ] et on a f([u,v]) = [a, B] ce qui conclut la preuve dans le cas a < b.

Sib<aonposeg=—fetonagb)=—F < —a=g(a). donc en appliquant ce qui précede a
g, on a l'existence de u et v dans [b, a] vérifiant g([u,v]) = [—f5, —a]. Ainsi f([u,v]) = [«, 8] ce
qui acheve la preuve. O
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Lemme 17 Soit Iy, ..., 1,_1 des segments inclus dans I et vérifiant
Io—>In,1 — —>Il —)Io.
1l existe alors xy € Iy tel que

{Vkﬁ € [[O,n — 1]], fk(l'o) e I
S (wo) = z0

Démonstration :
Traitons d’abord le cas n = 1, c’est-a-dire lorsque Iy — 1.
Soit (a,b) € I3 tel que Iy = [a,b] et soit (a, B) € I8 tel que f(a) = a et f(3) = b. Posons

g: [vpl — R
xr — f(x)—=z

La fonction g est continue et vérifie g(a) =a—a <0et g(f) =b— >0 car o, 8 € Iy = [a, b].
Dongc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € Iy tel que f(c) = ¢ ce qui conclut
le casn = 1.

Supposons maintenant n > 2. On a
Io—>In,1 — —)Il —)Io.

En lisant ce graphe de la gauche vers la droite on obtient
— I C f(lp) donc grice au lemme 16, il existe un segment J; C Iy tel que I} = f(J1);
— I, C f(I,) = f?(J1) donc il existe un segment Jo C J; tel que Iy = f2(J3);
— I3 C f(Iy) = f3(J3) donc il existe un segment J3 C Jo tel que I3 = f3(J3).

Ainsi on construit récursivement une suite de segments

In1 C Jpo C---C JyCJy Cly

vérifiant pour tout k € [1,n — 1], f*(Ji) = Ix.

De pluson a Iy C f(I,—1) = f™"(Jp—1) donc il existe un segment J,, C J,,—1 tel que Iy = f™(Jp).
Or J, C Iy = f*(J,) donc d’apres le cas « n = 1 » traité au début appliqué a f, il existe
xo € Jy, tel que f™(xo) = xo.

Finalement comme x¢ € J, et d’apres la suite d’inclusions que vérifie les Ji on a pour tout

kelo,n—1], f*xo) € I. O

Revenons a la démonstration du théoreme.
La fonction f admet un 3-cycle donc il existe a € I tel que

b=f(a) #a
¢=f*a) #a
fa)=a

De plus b # ¢ car sinon f(b) = f(c) et donc on aurait a = ¢ ce qui est absurde.
Ainsi b et ¢ sont aussi des 3-cycles et quitte & les renommer on peut supposer que a = min(a, b, ¢).
On a donc deux cas qui se présente : soit a < b < ¢ soit a < ¢ < b.
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Sia<b<cposons Iy = [a,b] et I} = [b,c|.

On a f(a) =bet f(b) = ¢ donc par le théoreme des valeurs intermédiaires on a [b, c] C f(Ip).
Ainsi I} C f(lo) c’est-a-dire I} — Ij.

On a f(b) = cet f(c) = a donc par le théoreme des valeurs intermédiaires on a [a,c] C f(I1).
Ainsi Iy C f(I1) et I} C f(I1) c’est-a~dire [y — Iy et Iy — 1.

Sia < c<bposons Iy = [c,b] et I} = [a,c].

On a f(b) = cet f(c) = a donc par le théoreme des valeurs intermédiaires on a [a,c] C f(Ip).
Ainsi I} C f(ly) c’est-a-dire I1 — Iy.

On a f(a) =bet f(c) = a donc par le théoreme des valeurs intermédiaires on a [a,b] C f(I1).
Ainsi Iy C f(I1) et I) C f(I1) c’est-a-dire Iy — I; et I} — I;.

Dans les deux cas on obtient que pour tout p € N*

Iy—~0LHL —---— 11 = I.
—_—

p fois

D’apres le lemme 17 il existe g € Iy tel que fP(z0) = o et pour tout k € [1,p—1], f¥(xo) € L.
Si p =1 alors xg est un point fixe de f donc c’est un 1-cycle.

Supposons qu’il existe k € [1,p— 1] tel que f*(z¢) = zo. On aurait alors g € IoNI; et suivant
les cas IpN I} = {b} ou IyNI; = {c}. Mézalor on aurait aussi f(xg) € Iy N I; ce qui est absurde

car f(zo) # 0.

Ainsi f admet un p-cycle pour tout p € N*. O

Si ce développement est choisi il faut étre capable d’exhiber une fonction admettant un 3-cycle
et donc un p-cycle pour tout p € N*. Pour cela on peut prendre une fonction polynomiale P
vérifiant P(0) = 1, P(1) = 2 et P(2) = 0. En utilisant, par exemple, un polynéme d’interpolation
de Lagrange on obtient que la fonction

3 ) 1
P:x'—>—§x2+§x+1:—§(x—2)(3x+1)

admet un 3-cycle.
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1.7 Théoreme d’Abel et contre-exemples

— Lecgons concernées : (207); (223); 230; (235); 241; 243; 244 ; 245; 247

— Référence : Analyse, Xavier GOURDON (pages 252-254)

— Remarque : Le théoreme d’Abel (angulaire) est un résultat assez standard pour I'agré-
gation. Mais le contre-exemple qui suit est un résultat peu connu et tres original. Il n’est
présenté dans aucune référence de base pour 'agrégation.

Théoréme 18 (d’Abel)

Soit 5 anz™ une série entiére de rayon de convergence égale a 1 et f : z+— > anz™ sa somme.
neN neN

Pour tout 6 € (0,5 [ posons (voir le dessin d la suite de la démonstration)
Ay = {ze@, |z| <1 et3Ip>0, Jwe[-0,0], z:l—peie}.

Si la série Y ay est convergente alors on a pour tout 6 € [0, 5 [,

neN
o
flz) — Zan.
z—1
2€Ng 1=0
Démonstration :

Notons pour n € N
[e.e] n
S:Zak, Sn:Zak et R,=5-25,.
k=0 k=0
Soit 6 € [0, et z € Ay. Intéressons-nous a la quantité |f(z) — S|. Pour cela regardons les
sommes finis et faisons une transformation d’Abel. Pour tout N € N, on a

N
Zanz"—SN = an (2" —1)
n=0

N-1
= (¢—1) Y Rp2"+Rn(z" - 1).

n=0

Or|z| <1let ]\}im Ry = 0 donc par passage a la limite on obtient
— 00

fz)=S=(z-1) Z R,z".
n=0

Soit ¢ >0, IN € N, Vn > N, |R,| < €. On a alors

N [e%S)
f(z) =S| < |z=11> Ralz["+elz—1] > |2
n=0 n=N-+1
< | 1|§:R pel=dl
z — g .
a n=0 " 1__‘4
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Soit @ = min(e, cos(h)). Soit z € Ay tel que |z — 1| < a.
Comme z € Ay, il existe p > 0 et w € [0, 0] tel que 2 = 1 — pe™. Ainsi on obtient

12> = 1-2pcos(w) + p?
< 14 p*—2pcos(h)
< 1—pcos(f).

Finalement,
lz=1 _ [z=10+]z])
1 =[] 1—|[z?
2p 2

<
pcos(8) ~ cos(6)
On obtient donc pour tout z € Ag vérifiant |z — 1| < a que

N 2
z)— S| <e¢ R,+——|.
|f(2) =S| < <n§0ﬁ +COS(0)>

Ainsi
o0
f(2) . Zan.
z€Ng n=0

On vient d’établir que pour toute série entiere > a,z" de rayon de convergence égale a 1,

neN
o0
sila série Y an est convergente alors on a pour tout § € [0,5[, f(2) — 3 an avec
nelt en,
0

AV

On peut alors se demander si ’hypothese de tendre vers 1 suivant le secteur Ay est nécessaire.
La réponse est oui et est donnée par le contre exemple suivant. L’idée est de construire une
suite de complexe (z;) qui tend « tangentiellement » vers 1 mais tel que (f(zx)) ne converge

[e.°]
pas vers > ap.
n=0
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Contre-exemple 19
Soit (my,) la suite définie pour tout n € N par ma, = 2 x 3" et mayyq = 3"+,
On considére la série entiére

n (_1)n M
S o= 3 OO,

neN neN

=nr
n+1

qui est de rayon de convergence égal a 1 et on note f:z+— 2™ sa somme.
neN

La série Y. a,, est convergente mais il existe une suite (1) € [0, 1[N tel que la suite (z) définie
neN

pour tout k € N par z, = rype'™

(f(zx)) ne converge pas vers > ay,.
neN

37 wérifie z, € D et |f(z1)| = k ce qui montrera que la suite

Démonstration :
On remarque tout d’abord que la suite (m,,) est strictement croissante car pour tout n € N

2 x 3" < 3"l < 9 x 3t

o ;. N —1)n —1)r . .
Ainsi la série entiere > ap 2" = > ( +)1 2" (avec a, = % si n = m, et a, = 0 sinon)
neN nen "
est bien de rayon de convergence égal & 1 et la série " a, est convergente car 12
neN

nZ:%n Z n+1

n=0

In(2).

Soit k£ € N et n > 2k. On a alors que m,, > mo, = 2 x 3¥ et donc 3~%m,, est un entier de méme
parité que n. Ainsi
L _ { rp™  si n est pair
oo =™ si n est impair

On a donc pour tout &k € N

2k—1 (_1)77, oo rmn
mMn k
fla) =Y 2+ Y :
n=0 n+1 n:2kn+1
. 2kl (qyn AN e e : ,
Sion pose My =sup | > =7 2| alors grace a I'inégalité triangulaire on obtient,
zeD | n=0
00 r]:;nn
HENE=SY — M.
n+1
n=2k
Construisons alors ry, de sorte & avoir |f(zx)| > k.
. . N . 1

Pour cela prenons (z;) une suite croissante de [0, 1[" qui tend vers 1, par exemple z; = 7, et
posons

g: N — R

no— S
n+1
12. Le fait que la suite (my) soit strictement croissante est important car sinon dans la série Y an, les termes de
neN

la suite ((;Jlr)ln) sont permutés et dans le cas général si o est une permutation de N on n’a pas Z an = Z Qo (n)-

n=0 n=0

24



On a alors que la suite (g;) est une suite de fonctions croissantes a valeurs positives, donc par
le théoreme de convergence monotone on a

00 00 1
é2;27l+_1 ;Egégl li;z ;2227L+-1::A+oo.

Ainsi il existe [ € N tel que

0o nm

> >k + M.

B L + 1
On pose donc 1, = x;. Finalement on a

o0 Mn
> — My, > k.
Pz 3 T M
n=2k

Ainsi la suite (f(zx)) est divergente ce qui établit le contre-exemple. O

Le théoreme d’Abel admet une réciproque partielle : ¢’est le théoreme de Tauber qui admet une
version faible et une version forte. Nous allons ici démontrer la version faible.

Théoréme 20 (Taubérien faible!?)

Soit > anz™ une série entiére de rayon de convergence égale a 1 et soit f :z— > anz"”
neN neN

- 1 S,
Si ilﬁnilf() S <oo etsi an—o< ) alors H;Oan—S.

Démonstration :
Soit x €]0,1[ et n € N. On a

[Sn = f(@)] < Zlakll—x )+ Z jag|a*

k= n+1

Zk‘|ak| 1—2z)+ Z ]ak]a:

k= n+1

IN

sup |kag|

1
n(l;,x) k>n

Soit e >0,IN €N, Vn >N, |f (1 - £) — S| <€ et |na,| < 2.
Ainsi pour tout n > N on a
o-2)
n

(sup |kag|)e + e+ ¢
k>0

< (1—=x)n sup|kay| +
k>0

’Sn_S’

IN

+‘f(1—8>—5’

n

IA

D’ou le résultat. O

13. Dans la version forte du théoréme on remplace ’hypothese « a, = o ( 1) » par « anp = O (%) ».
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1.8 Formule sommatoire de Poisson

— Lecgons concernées : 230; (240); 246; 254; (255)

— Référence : Analyse pour l’agrégation, Claude ZuiLy, Hervé QUEFFELEC (pages 96-97)

— Remarque : Ce théoréme est assez élémentaire et utilise la théorie sur les séries de
Fourier. Cependant il possede de nombreuses applications qui vont du calcul de séries au
calcul de transformé de Fourier de distributions.

Définition 21 Si f € LY(R) on définit f la transformée de Fourier de f par

flo) = /R F(t)e i dt.

Si f € C(R) et si f est 1-périodique, on définit pour tout n € Z le niéme coefficient de Fourier
de f par

1 .
() = [ s

Théoréme 22 (Formule sommatoire de Poisson)
Soit f € S(R) = {f € C*(R), Y(a, B) € N2, 3C >0, Yz € R, |(1+ |z[>)* fP(2)| < C}.
On a alors pour tout x € R,

+o0 too )
Z flz+n) = Z f(2mn)e2imme,

n=—oo n=—oo

Démonstration :
Soit F' la fonction définie sur R par

F(z) =Y f(x +n).

neL

Nous allons démontrer le théoreme en trois étapes :
— Etape 1 : La fonction F est bien définie et continue sur R et elle est 1-périodique ;
— FEtape 2 : Pour tout n € Z, ¢y (F) = f(27n);
— FEtape 3 : La série de Fourier de F' converge simplement vers F.

Etape 1 : Montrons que F' est bien définie, continue sur R et 1-périodique.
Pour cela montrons que la série qui définie F' converge normalement sur tout compact de R.
Soit K un compact de R, il existe A > 0 tel que K C [—A, A].
Donc pour tout z € K et n € Z on a |x +n| > |n| — |z| > |n| — A.
Ainsisi [n| > 2Aona |z +n| > |—;L| De plus comme f € S(R), il existe C' > 0 tel que pour tout
x € K et |n| > 2A,

C C

< < .
e R

La série converge donc normalement sur K et F est bien définie et continue sur R.
De plus F est 1-périodique car n — n + 1 est une bijection de Z dans Z.

26



Etape 2 : Montrons que pour tout n € Z, ¢,(F) = f(2mn).

1 A
n(F) = /0 F(t)e 27t g

1 .
= S ft+ ke dt

0 kez

1
= Z/ f(t+E)e 2™ dqt
0

keZ

k+1 .
— Z/ f(t)67217mt dt
keZ k

A

= f(2mn).

A noter que l'interversion de la somme et de 'intégrale a la troisieme égalité vient de la conver-
gence uniforme de la série sur le compact [0, 1].

Etape 3 : Montrons que pour tout € R, F(z) = 3 f(2wn)e?mne,
— nez

Soit G la fonction définie sur R par

G:z+— Zf(an)e%”m.
nez

Montrons que G est bien définie et continue sur R.
D’apres les propriétés de la transformée de Fourier et le fait que f € S(R), on a pour n € Z*,

A

|f(2mn)| =

oy 1 "
—F2mn)| = | S (2| < 1

— ‘:'—1

Ainsi la série 3 f(27n)e?™ converge normalement sur R et donc la fonction G est bien définie
nez
et continue sur R. De plus G est 1-périodique et on a pour tout n € Z,

cn(@) = f(2mn) = en(F).
On a donc par 1’égalité de Parseval que

16~ FIB =Y enlF ~ G)* =0.
nez

Les fonctions F' et G étant continue sur R on a F' = G ce qui nous donne que pour tout « € R,

400 +oo
Z flx+n)= Z f(2mn)e¥i™e

n=—oo n=—oo

Remarque
On peut affaiblir 'hypotheése du théoreme.
A la place de prendre f € S(R) on peut prendre f € C(R) vérifiant

— AM >0, Ja>1, Vz e R, |f(z)] < M1+ [z])7;
— %:Z\f(%m)] < 0.
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[e.°]
Avec cette nouvelle hypotheése on peut retrouver la valeur de 7;1#.

Corollaire 23 Pour tout a > 0,

Z 1 mch(ra)
Zn*+a®  ash(ra) ’
De plus on a
<1 7?
23"

Démonstration :
Montrons d’abord la premiere formule.
Soit @ > 0 et f: ¢ e 2™t La fonction f est continue sur R. De plus
lim (1 2f(t) =
Jim (1+[¢)°f(t) = 0

c

donc il existe C' > 0 tel que pour tout ¢ € R on ait |f(t)] < a+en2-

Calculons maintenant f(27n) pour n € Z.

f(27'("fl) _ /6—27ra|t|e—2i7rnt dt
R

0 ) +oo )
_ / e27rt(a—7,n) dt—l—/ e—?ﬂ't(a—i—zn) dt

0
1 1
= — + -
2n(a —in) 2m(a+in)
- a
~ w(a? +n?)’

Ainsi on a 3 |f(27n)| < 0o et toutes les hypothéses de la formule de Poisson sont vérifiées.
nez
On a donc

> femm) = 3 f(n)

nez ne’l

(o.9]
— _1+226—27ran
0

2
1— 6—271'(1
6727ra 41
1— e—27ra
e~ T4 | oTa
eTa _ o—Ta

= coth(ma).

= —1+

Ainsi
1 7 ch(ma)

Z 21,2 4 :
ot ta a sh(ma)

Pour montrer la seconde formule on remarque que pour a > 0, on a

> 1 1 7ch(wa)
20y~ - 4T .
n;l n? + a? P sh(ma)
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Faisons un développement limité de coth en 0.

h 14 @ 1 (a2
coth(ma) = ch(ﬁa) _ (?a)3 o(a”)
sh(ma) a=0 44 el 1 o(ad)
1 TaQ 1
= (ﬁ Tt 0(“)> Gal L o2
1+ =5~ +o(a?)
1 2
= (% + % + 0(a)> (1 - (wg) + 0(a2)>
1 ma
= % + ? + O(CL)
Ainsi on obtient que
> 1 2
1113% Z n+ta 6
n=1
De plus comme
> 1 <01 > 1 1
S S X s (o)
= n?+a? = n? —\n—1 n

la série converge normalement sur [0, 1] donc on peut intervertir la limite et la somme.
D’ou le résultat.

Corollaire 24 Soit (T,,) la suite de distributions tempérées définie par

Tn = i 627rn'

k=—n
Alors la suite (T),) converge vers une distribution tempérée T' qui vérifie
+o0o
F(T)= > 6,
n=—oo

Démonstration :

Soit ¢ € S(R). 1l existe alors C' > 0 tel que pour tout = € R, (1 + 22)|¢(z)| < C. On a donc

> > o
T(p) = p(2mn) < .
k=—00 k=—o00 L+ n?

Ainsi T est une distribution tempérée. De plus on a, grace a la formule de Poisson, que

<F(T),p> = <T,F(p) >

+oo

= Z H(2mn)
k=—0o0
+o0

= > ¢
k=—0o0

+o0
= < Z On, @ > .

n=—oo

Ainsi

+oo
F(T)= Y 6n

n=—oo
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1.9 Méthode de calcul d’une transformée de Fourier

— Lecgons concernées : 236; 239; 240; 245

— Référence : Analyse compleze, Eric AMAR, Etienne MATHERON (pages 248-249)

— Remarque : Ce développement présente une méthode de calcul de transformée de Fou-
rier basée sur le théoréme des résidus.

Proposition 25 Soit f € LY(R) et F(f) sa transformée de Fourier définie sur R par

F(f) () = /R f()eiet dt.

Supposons que
— f se prolonge au voisinage de {z € C, Im(z) > 0} en une fonction g méromorphe ;
— g n‘admet pas de poles réels ; 14
— Ulensemble des poles de g, noté Ay, est fini;
— lim g(z) =0.

|z]—o00

En posant Af = Ayn{z € C, Im(z) >0}, on a alors pour tout & > 0,

F(f)(&) = 2im Z Res(z — g(2)e®*, a).

aGA;'

Démonstration :
Nous allons utiliser le théoréme des résidus appliquer & la fonction z — g(2)e*? sur le contour

g défini par ygp = 'y}% . 7]2{ avec

Vﬁ: L_RvR] — C
t —

7%: maﬂ] — C
0 — Re? -

Pour R assez grand le contour yp entoure tous les poles de g ayant une partie imaginaire
strictement positive car le nombre de pdles de g est en nombre fini. Ainsi le théoréme des
résidus nous donne que pour £ > 0

A g(2)e"** dz = 2im Z Res(z — g(2)e*, a). (%)

+
acAy

Or on a que
. R . 7r . . 7(9 .
/ g(2)e®* dz = / g(t)e’ dt+/ g(Re) e R i Re' dp.
YR -R 0

La premiére intégrale tend, quand R tend vers linfini, vers F(f)(£). Montrons alors que la
seconde tend vers 0 quand R tend vers I'infini. On a d’abord que

‘/ g(Reie)eifReieiReiG de‘ S Mg(R)/ Re—{RSin(g) de
0 0

avec My(R) = sup({lg(2)|, |2[ = R, Im(z) > 0}).

14. La proposition reste vraie sans cette hypothése mais la démonstration devient plus lourde. Il faut dans ce
cas changer le chemin yr en « évitant » les poles de g sur l’axe réel.
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De plus pour tout 6 € [0, %] on a sin(f) > 26. On a donc

/ﬂ— Re—{Rsin(O) do = 2/5 Re—{Rsin(G) d6
0 0

< 2 / ? Re~¢R20 g
0
—Tr
< 2R — (e %% -1
= R2R§(€ )
T T
< -ty <,
< 5( )_5

Ainsi

/ g(Re™®) &R j Reif de‘ < MyR)Z — 0
0 f R—o0

car lim ¢(z) = 0. Ainsi en faisant tendre R vers I'infini dans (%) on obtient

|z]—o00
F(f)(&) = 2im Z Res(z — g(2)e*, a).
aEA;
O
Exemple 26
% cos(xt) T
Vz € R, / dt = Telel,
xr € . 112 5 e
Démonstration :
Soit f:t+— # La fonction f est intégrable sur R et se prolonge en la fonction g : z — H%
qui est méromorphe sur C et qui admet un nombre fini de poles (i et —i) qui sont non réel.
De plus | 1|im g(z) = 0, donc d’apres la proposition précédente on a pour tout x > 0,
Z|—00
o0 cos(xt) 1
dt — Re(F
A 5 Re(F(f)())
1 .
= 3 Re(2im Res(z — g(z)e'*,1))
1 A\ plxz
= 3 Re(2ir (z - (21:);) (i)
1 e’
= — Rel(2i
2 e( i )
_ T o
= ¢
De plus si z =0, on a [, Cﬁig) dt = [Arctan(t)]g® = T et si z <0,
+o0 t ~+o0 —xt
/ cos(mQ) P / cos( 1‘2 ) gt
0 1+t 0 1+t
_ T
= 3¢
D’otl le résultat. 0
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1.10 Valeur principal de %

— Lecgons concernées : 254 ; 255

— Référence : Eléments d’analyse fonctionnelle, Francis HIRSCH, Gilles LACOMBE (pages
237, 250-251, 254)

— Remarque : Dans ce développement on démontre les principales propriétés de la valeur
principale de i

La distribution Vp <%> est introduite pour « généraliser » la fonction z — % dans I'espace D'(R),
ce qu’on ne peut pas faire « naturellement » car la fonction x > % n’est pas intégrable sur R.

Définition 27 On note Vp (1) la fonction définie sur D(R) (ou S(R)) par

xT

Vp(1> D — lim @dx
z 20 Hlzl>er T

Proposition 28 On a les propriétés suivantes
(i) Vp (%) est une distribution sur R d’ordre 1; (a faire dans la legon 255)

(i’) Vp <%> est une distribution tempérée sur R ; (a faire dans la legon 254)
(it) VT € D'(R), 2T =1«=3CeC, T=Vp (%) + C; (x désigne la fonction idg)
(iii) n(| - )] = Vp (3).

Démonstration :
(7) : Montrons tout d’abord que Vp (%) est bien définie sur D(R).
Soit ¢ € D(R). Il existe A > 0 tel que Supp(p) C [—A, A]. On a alors pour tout € €]0, 4]

/{|33>5} 90:(;:) dz = /_;@ d:c+/€A soix) dz

—€ _ A _
_ pla) = @(0) 4oy [Fel) —e0)
—A x € x
B BT
{e<|z|<A} X
ceci car [ @ dz = — A @ dz. Ainsi on a

A
<Vp (l) o> = lim p(@) = 9(0) \ / (@) —(0)
x ‘2;’8 {e<|z|< A} x —A x
car ¢ étant dérivable en 0, 'application x — M se prolonge par continuité en 0 ce qui
justifie qu’elle est intégrable sur [—A, A].
Ainsi Vp (%) est bien définie. On remarque ensuite que Vp (é) est une forme linéaire sur D(R).
De plus pour tout compact K de R, il existe A > 0 tel que K C [—A, A]. On a donc, grace a

I'inégalité des accroissements finis, que pour tout ¢ € Di(R),

()] - [
< [ o
< 24 Ni().
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Ainsi Vp (%) est une distribution d’ordre inférieur a 1.

On va montrer par I’absurde que Vp (%) est d’ordre 1. Supposons qu’elle soit d’ordre 0.
On a alors pour K = [0, 2] qu’il existe C' > 0 tel que pour tout ¢ € Dg(R),

1
<Vb(5) 0> < Cllell.

Posons M = e“*+1 et prenons une fonction p € D (R) vérifiant

— Ve[, pa)=1;

Une telle fonction existe d’apres le lemme 29 démontré en fin de section et on a

1 2 11
<Vp<,),p>:/ (“””)dxz/ Sde=W(M)=C+1>C.
xr 1 xr ﬁfﬂ

2M

Or ||p|loc = 1 ce qui contredit (). Ainsi Vp <%> est une distribution d’ordre 1.

(i) : Montrons que Vp ( %) est bien définie sur S(R).
On remarque d’abord en effectuant un changement de variable que pour ¢ € S(R)

1 —€ +oo
<Vp(;),<p> = lim ¢lz) d +/

e—0
e>0

= lim /:ng(a:)—xcp(—as)d$

e—0
e>0

= lim/ SD dx—i—/ ol )dx.
e—0

e>0

Montrons que la fonction f : x +— W

Pour tout z €]0, 1], on a

est intégrable sur |0, 1] et sur [1, oco].

— (- 1 [z
T T ) s
1 x
< 2 Il dt
T J—x
< 2 No(p)

ce qui montre l'intégrabilité de f sur ]0,1]. De plus pour tout z € [1, 0], on a

lzo(x)| + | — zp(—)|
22
2 Nio(p)
22

‘so(w) — (=)

<
ce qui montre l'intégrabilité de f sur [1, oco[. Ainsi Vp (%) est bien définie sur S(R) et on a
1
<Vb(5) 0> <2 Noale) +2 Mioe) <2 Nis(o)

Ainsi Vp (%) est une distribution tempérée.
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(i) : Soit ¢ € C. Posons T' = Vp (%) + ¢dp et montrons que 27" = 1.
Pour tout ¢ € D(R), on a

1
<:UT,g0>:<T,xg0>:<Vp(—>,:cga>+c<5g,xcp>: /go =<[1],¢>.
x R

Soit maintenant 7' € D'(R) vérifiant T = 1. Posons Tp =T — Vp (%)
Ty vérifie xTp =0 car z1T'=1=xVp (%) Montrons qu’il existe ¢ € C tel que Ty = cdp.

Posons p € D(R) vérifiant
(o1 s we [—1,1]
PRE=00 si z¢[-2,2]

Pour tout ¢ € D(R), on a
<To, o> = <To,p—pp >+ <To,pp > .

D’une part on a
Y —py

<Tp, o — pp >=< 1y, > = 0.

Ceci a un sens car I'application =% est dans D(R) puisque ¢ — pp s’annule au voisinage de 0.
D’autre part

<To,pp> = <To,p(p—p(0)) >+ < To,pp(0) >
— (0
= <:cTo,p(¢x‘P())>+<To,p>so(0)
= <Tp,p><do,p>.

A noter ' que la fonction %‘do) est bien C° sur R.
Ainsi on obtient que

<To,p>=<Tp,p><bg,o>= ¢ <y, >
avec ¢ =< Ty, p >, d’otut le résultat.

(4i7) : Soit ¢ € D(R). On a

<)V sp> = = [ n(lal)¢!(a) do
—€ +oo
= — hH(l) In(—x)¢'(z) dz +/ In(z)¢’(z) da
o T c
= —lim In(e)p(—¢) —In(e)p(e) —/ #(e) dz (1.1)
0 {lz[>e} ¥
e>0
= lim $lz) dz (1.2)
28 Hlzl>ey @
1
= <Vp (7) L >
x
On a (1.1) en effectuant une intégration par parties et (1.2) car
In(e) (p(—2) = p(e)) = en(e) (HLe@ 4 202E)) o, O
e—

15. on montre cela par récurrence ou on utilise le résultat suivant : Si f est C*° sur R et vérifie pour tout

kefo,n—1], f*(0)=0 alors ﬁ se prolonge en une fonction C*° sur R.

34



Le lemme qui suit permet de construire des fonctions plateaux. C’est un lemme tres utilisé en
analyse et il est bon de savoir le démontrer.

Lemme 29 Pour tout (a,b,c,d) € R* tel que a < b < c<d,
il existe une fonction p de classe C*° sur R vérifiant

Vz € [b,c], plx)=1
Va ¢[a,dL p(x)::o

VeeR, 0<p(z) <1;

)

Démonstration :
Soit f la fonction définie sur R par

1,
fra—s e = s% x>0
0 si <0

Montrons que la fonction f est de classe C* sur R. Pour cela on raisonne par récurrence.
Soit pour n € N,

P(n): « f est de classe C™ sur R et il existe P, € R[X] tel que
pour tout = >0, f(z) =P, (%) e~ T

On a P(0) car f est continue sur R et vérifie pour tout x > 0, f(x) = ez
Supposons P(n) pour n € N et montrons P(n + 1).
La fonction f(™ est dérivable sur |0, 400[ et on a pour tout z > 0,

1 1\ _1 1N 1 1 Iy 1

avec Py = X%(P, — P). Ainsi f vérifie

— £ est continue sur R;
— ™ est de classe C' sur R*;
— lim f™tD(z) = 0 = lim fO+)(x).

z—0 z—0
<0 >0

La fonction f est donc de classe C"*! sur R. Ainsi on a P(n + 1).

Ceci montre que la fonction f est de classe C*° sur R. De plus on remarque que f est croissante
sur R.

Soit g la fonction définie sur R par

Q) = f(=))
F()

La fonction g est de classe C* sur R car f l'est et vérifie
— Vz €] —00,0], g(z) =1 car f(x) =0siz <0;
— Va € [1,400], g(x) =0car f(1) — f(x) <0siz>1car f est croissante;
— Vz eR, 0 <g(x) <1 car f est croissante.

g:r—
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Finalement posons p la fonction définie sur R par
—o(520)0 (=)
T .
P g b—a g d—c

La fonction p est de classe C* sur R car g l'est et vérifie pour tout x € R, 0 < p(x) <1 car g
vérifie la méme chose. De plus si € [b,c] on a

—x+b x—c
< t <0.
b—a =0 e dfc_o
Ainsi si z € [b,¢] on a p(x) = 1. De plus on a
_x+b21 si z<a
b—a
27851 s d<a
d—c
Donc si € R\ [a,d] alors p(z) = 0 d’ou le résultat. O
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Chapitre 2

Développements d’algebre

2.1 Les théoremes de Sylow

— Lecgons concernées : 101; (103); 104; 121

— Référence : Cours d’algébre, Daniel PERRIN (page 35 exo C.2 et page 19)

— Remarque : Dans ce développement on utilise la démonstration de Wielandt qui ne
fait intervenir uniquement des arguments élémentaires de dénombrement pour démontrer
I'existence de p-Sylow (et en méme temps de montrer que ¢, = 1 [p]).

Théoréme 30 Soit p un nombre premier et G un groupe d’ordre n. On définit les entiers a et
m vérifiant n = p*m et m Ap = 1. De plus on note Syl,(G) l'ensemble des p sous-groupes de
Sylow (i.e les sous-groupes d’ordre p®) de G et c, le cardinal de Syl,(G).

On a alors

(1) Syl,(G) # @ etc, =1 [p|;
(it) Si H est un p-sous groupe de G alors il existe S € Syl,(G) tel que H C S ;

(iii) Pour tout Sy et Sy dans Syly(G), il existe g € G vérifiant S1 = gSag™ .
De plus st S € Syl,(G) alors S <G < ¢, = 1.

Démonstration :
(1) : Posons X = {F C G, card(E) = p*} et considérons ’action de groupe définit par

GxX — X
(9,E) +— g.E={gx, x € E} "

Soit g € Stab(E) et x € E. On a que gr € E et donc que g € E.x~1. Ainsi on on déduit que
Stab(E) C E.x~! d’ou |Stab(E)| < p®.

Deux cas se présentent.

Si [Stab(E)| < p alors card(Orb(E)) = ISHL% € pZ.
Si |Stab(E)| = p* alors Stab(E) € Syl,(G). Comptons le nombre d’ensembles E vérifiant cela.
Soit
i {BEeX, [Stab(B) =p*} — Syl,(G)
E —  Stab(E)

La fonction f est surjective car pour tout S € Syl,(G) on a Stab(S) = S.
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Pour tout S € Syl,(G) on a'
F1{SY) = {Ee€X, Stab(E) = S}
{S.x, v € G}
= GJ/S.
Ainsi card(f~1({S})) = m et par le lemme des bergers on a

card({E € X, [Stab(E)| = p*}) = mcp.

On utilise maintenant la formule des classes

card(X) = Z card(Orb(E)) + Z card(Orb(E))

E tq |Stab(E)|=p> E rep des orbites
vérifiant |Stab(E)|<p®

= mcy [p).
Maintenant appliquons ce qu’on vient de faire au groupe Z/nZ au lieu de G. On obtient
card(X) = card({F C Z/nZ, card(F) = p}) = md, [p]
avec ¢, = card(Syl,(Z/nZ)) = 1 car < m > est I'unique sous-groupe d’ordre p® dans Z/nZ.
Ainsi mc, = m [p] et comme m A p =1 on obtient ¢, =1 [p] et Syl,(G) # @.

(74) : Pour montrer les résultats (i7) et (i74) nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 31 Soit H un sous-groupe de G et S € Syl,(G). Alors on a qu’il existe a € G vérifiant
a~tSan H € Syl,(H).

Démonstration :
On rappelle que I'on note G/S = {S.a, a € G} et on consideére 'action de groupe définit par

HxG/S — G/S
(h,S.a) +— S.ah

La formule des classes nous donne que

m = card(G/S) = Z card(Orb(S.a)).
S.a rep des orbites
Ainsi il existe a € G tel que card(Orb(S.a)) & pZ.
De plus on a Stab(S.a) = {h € H, S.ah = S.a} ={h € H, h€ a 'Sa} =a"'San H.
Or a~'San H est un sous-groupe de a~'Sa donc |a~'San H| € pZ U {1}.
Finalement en remarquant que

|H| |H|
d(Orb(S.a)) = = Y/
card(Orb(8.0)) = ror el ~ TaiSar ] 27
on en déduit que a~1Sa N H est un p-sous-groupe de Sylow de H. U

Revenons a (ii). Soit H un p-sous groupe de G.

D’apres le (i) il existe S € Syl,(G) et d’apres le lemme, il existe a € G tel que a='Sa N H €
Syl,(H). Mais comme H est un p-sous groupe on a a'SanNH = H et donc H C a ' Sa.
Pour conclure il suffit de remarquer que a~Sa € Syl,(G).

(79i) : D’apres le (i4) on a pour H € Syl,(G) et pour tout S € Syl,(G) qu’il existe a € G
vérifiant H = a~!Sa. On en déduit facilement le (i77). O

1. G/S désigne ici 'ensemble des classes & gauche et n’est pas & priori un groupe
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2.2 Classification des groupes d’ordre inférieur a 11

— Lecons concernées : 103; 104

— Référence : Aucune

— Remarque : Ce développement nécessite la connaissance du produit semi-direct de deux
groupes. Cette notion est définie par exemple dans Cours d’algébre de Daniel PERRIN.

Soit (G, -) un groupe d’élément neutre e.

— Si |G| =1 alors G = {e};
— Si |G| =2 alors G ~ Z /27 car 2 est premier ;
— Si |G| = 3 alors G ~ Z/3Z car 3 est premier ;
— Si |G| =4 alors
— soit G contient un élément d’ordre 4 et dans ce cas G ~ Z/4Z;
— soit G n’admet que des éléments d’ordre 2 et dans ce cas G est abélien.
On a donc G ~ Z /27 x 7./ 27.
— Si |G| =5 alors G ~ Z/5Z car 5 est premier ;

Lemme 32 Si G est un groupe d’ordre 2p avec p premier alors G est soit cyclique soit diédral.

Démonstration :
Sip =2, le résultat est déja établi. Supposons p > 2.
Par le théoreme de Cauchy, G admet un élément z d’ordre p et un élément y d’ordre 2.
Soit N=<x>et H= <y >. Onadabord N <G car N est d'indice 2 dans G.
Ensuite N N H = {e} car y € N comme 2 ne divise pas p.
De plus on a HN = G car N et yN forment un partition de G (N d’indice 2 et y & N).
Ainsi G ~ N x, N avec ¢ : H — Aut(NN) un morphisme de groupes. Or Aut(N) ~ (Z/pZ)*
est cyclique et ¢(y) est d’ordre 2 donc soit o (y) = idy soit (y) = idy'
Finalement si ¢ est trivial G ~ N x H ~ Z/2pZ et si ¢ est non trivial G ~ N x, H ~
L/pZ %y, L)27 ~ D,,. O

— Si |G| = 6 alors soit G ~ Z/67Z soit G ~ Ds;
— Si |G| =7 alors G ~ Z/7Z car T est premier ;
— Si |G| = 8 alors trois cas se présentent :
— soit G contient un élément d’ordre 8 et dans ce cas G ~ Z/87Z;
— soit G ne contient que des éléments d’ordre 2 puis G est abélien et ainsi on peut
munir G d’'une structure de Z/27Z espace vectoriel. On obtient ainsi G ~ (Z/27Z)3;
— soit G contient un élément x d’ordre 4. Posons N = < x >. Dans ce cas les éléments

de G\ N sont d’ordre 2 ou 4.

— Si G\ N ne contient un élément y d’ordre 2 et si on pose H = < y > on obtient
que N<aG, NNH = {e} et NH = G donc on a G ~ N x, H pour un morphisme
¢ : H — Aut(N). On a donc si ¢ est trivial, G ~ Z/27Z x Z/AZ et sinon G ~ Dy
car Aut(Z/AZ) ~ 7./27.

— Si G\ N ne contient que des éléments d’ordre 4. Soit y un tel élément. y? est un
élément d’ordre 2 donc y? € N et ainsi 42 = 2. De plus yz est un élément d’ordre
4 car sinon yx = x? ce qui est absurde. Ainsi yryx = x? = y? puis 2yx = y donc
yr =~ 'y. Finalement on a G = Hg = < 2,y | 2% = ¢, 22 =92, yz =271y >.
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— Si |G| =9 alors G est abélien car G est un 3-groupe donc de centre Z(G) non trivial et
donc G/Z(G) est cyclique. Ainsi G ~ Z/9Z ou G ~ (Z/3Z)?;

— Si |G| = 10 alors soit G ~ Z/10Z soit G ~ Dy ;

— Si |G| =11 alors G ~ Z/11Z car 11 est premier.

En bonus on peut démontrer le théoréme de Cauchy ou s’attendre & une question dessus.

Théoréme 33 (de Cauchy)
Soit G un groupe fini d’ordre n (et d’élément neutre e) et soit un nombre premier p divisant n.
Alors il existe un élément x € G d’ordre p.

Démonstration :
Posons E = {(g1, ..., gp) € G?, g1...9p = e}. On remarque facilement que E est en bijection avec
GP~L. De plus si (g1, ...,gp) € E alors on a (g9, g3, -, gp, 91) € E. Ainsi on peut faire agir Z/pZ
sur E de la maniére suivante

Z/pZxE  —s E
(k, (g1, 59p)) = (g14ks - Gptk)

Par cette action de groupe on a pour [ € E soit card(Orb(l)) = 1 soit card(Orb(l)) = p
ceci car Stab(l) est un sous groupe de Z/pZ. Notons a le nombre d’éléments | € E vérifiant
card(Orb(l)) = 1. On a par la formule des classe que

card(E) = nP~t = a [p).

De plus p divise n donc p divise a. Or a # 0 car Orb((e,...e)) = {(e,...e)} donc a > p. Ainsi
il existe (z1,...,zp) € E différent de (e, ...e) tel que card(Orb((x1,...,xp))) = 1. On a donc que
T =2x9=..=Tpet xﬁ’ = e. Ainsi z1 est un élément de G d’ordre p. O
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2.3 Simplicité de SO3(R)

— Lecgons concernées : (103); 106; (108); 150; 161 ; 204

— Référence : Oraux X-ENS, algébre 3, Serge FRANCINOU, Hervé (GIANELLA,
Serge NI1COLAS (pages 67-70)

— Remarque : Ce développement fait intervenir la notion topologique d’ensemble connexe.
I1 utilise également que SO3(R) est engendré par les retournements.

Théoréeme 34 SO3(R) est un groupe simple.

Démonstration :
Soit G’ un sous-groupe distingué de SO3(R).
Posons G la composante connexe de GG contenant I3.
Cette démonstration se décompose en trois étapes :
— Etape 1 : Gy est un sous-groupe de G (BONUS : G < SO3(R));
— Etape 2 : Gy = {I3} = G = {I3};
— FEtape 3 : Go # {I3} = G = SO3(R).

Etape 1 : Montrons d’abord que Gy est un groupe. Soit

Q : G()XGO — G
(z,y) +— ay !

L’application ¢ est continue car I'application y — y~! = #(y)tCom(y) I'est. De plus Gy x Gy
est connexe donc p(Gy x Gp) est connexe et I3 € ¢(Gy X Gy). Ainsi p(Gy x Go) C Gy et Gy
est un sous-groupe de G.
[BONUS] : Montrons maintenant que Gp est distingué dans SO3(R). Pour cela considérons
h € SOg(R) et
©Yhp - GO — G
r +— h7lzh

L’application ¢}, est bien a valeur dans G car G < SO3(R) et elle est continue en tant que
restriction d’une application linéaire en dimension finie. Ainsi ¢5(Go) est connexe et contient
I5. On a donc ¢, (Gp) C Gy puis il vient que Gy < SO3(R).

Etape 2 : Supposons que Gy = {I3}.
On a tout d’abord que les composantes connexes de G sont des singletons. En effet soit H une
partie connexe de G et soit hy et hy dans H. Alors en considérant ’application

H — G
r s xhy!

qui est continue et d’image connexe contenant I3, on obtient que hihy L'e Gy et donc hy = hs.
Montrons maintenant que si g € G alors g est dans le centre de SO3(R). Pour cela on pose

h o —s hgh™!

L’application v est continue et SO3(R) est connexe donc (SO3(R)) = {g}.
Ainsi pour tout A € SO3(R) on a hg = gh. Soit A une droite de R3. Prenons h une rotation
d’axe A (différent de I3). On a hg(A) = g(A) donc g(A) = A. Ceci étant vrai pour toute droite
de A, on obtient que g est une homothétie puis que g = Is. Ainsi G = {I3}.
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Etape 3 : Supposons que Gy # {I3}.

Montrons que G contient un retournement (i.e une rotation d’angle 7).

Pour cela on remarque tout d’abord que tout élément de SO3(R) peut s’écrire dans une base
1 0 0

orthonormée sous la forme | 0 cos(f) —sin(f) | avec 6 € [0, 27].
0 sin(f) cos(0)

Posons alors

f: SOg(R) — [—1,1]
h — tr(};)_l = cos(6)

Montrons qu'il existe r € G tel que f(r) = 0. Ainsi on aura que r est une rotation d’angle 7
et on obtiendra que r? est un retournement de Gy.

On a que Gy # {I3} donc il existe h € Gy différent de Is.
— Si f(h) < 0 alors comme Gy est connexe, f est continue et f(I3) > 0 on a par « le
théoréme des valeurs intermédiaires » 2 qu'’il existe r € G tel que f(r) = 0;

— Si f(h) > 0 alors h est un rotation d’angle 6 € ]0,%] U [3F,2x[. Or si 6 € [2F, 2n[ alors
h~! est une rotation d’angle dans ]0, g] et on a toujours f(h~!) > 0, donc quitte a
prendre h™! on peut supposer que 0 € 10,%].

Mézalor il existe n € N tel que nf € [%, 37”] (par exemple en prenant n = E (3—’5)) Ainsi

f(h™) <0 et h™ € Gy donc il existe r € Gy tel que f(r) = 0.

Maintenant que 'on sait que Gy (et donc G) contient un retournement, on utilise le fait que
dans SO3(R) tous les retournement sont conjugués. Ainsi, comme G est distingué dans SO3(R),
on obtient que G contient tous les retournements de SO3(R). Or les retournements engendrent
SO3(R), il vient donc que G = SO3(R). O

2. On utilise le fait que I'image d’un connexe par une application continue est connexe et que les parties
connexes de R sont les intervalles.
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2.4 Détermination des sous-groupes distingués a partir de la
table de caracteres

— Legons concernées : (102); 103; 107; 109

— Référence : L’algébre discréte de la transformée de Fourier, Gabriel PEYRE (pages
230-231)

— Remarque : Ce développement démontre une propriété treés intéressante des tables
de caracteres. En effet la table de caractére d’'un groupe nous donne immédiatement
I’ensemble de ses sous-groupes distingués. Le point clef pour montrer cette propriété est
le cas d’égalité de 'inégalité triangulaire sur C.

Théoréme 35 Soit {xi, i € [1,7]} l'ensemble des caractéres irréductibles deur @ deux non
isomorphes d’un groupe fini G. Pour i € [1,7], on note K, = {x € G, xi(x) = xi(e)} avec e
l’élément neutre de G. On appelle cet ensemble le noyau de x;.

Alors on a pour tout N sous-groupe de G,

NaG <= 3IC[l,r], N=[) Ky.
i€l

Démonstration :
<] Montrons que pour tout i € [1,7], K,, est un sous-groupe distingué de G. Pour cela nous
allons montrer que K, = Ker(p;) avec (p;, V;) la représentation associée a x;.

Soit g € Ker(p;).

On a p;(g) = Idy, = pi(e). Ainsi x;(g9) = xi(e) et g € K,,. On a donc Ker(p;) C Ky,.
Réciproquement soit g € K.

En posant d = dim(V;), on a x;(g) = xi(e) = dim(V;) = d.

De plus si I’on note n I'ordre de g on a Idy;, = p;(¢") = pi(g)™. Ainsi le polynéme X" —1, qui est
scindé et a racines simples dans C, annule p;(g). Ceci implique que p;(g) est diagonalisable et
que ses valeurs propres, que ’on note w1, ...,wy, sont des racines n-ieme de I'unité. On a donc

d d
Xi(9) =D wp=d="_|wl
k=1 k=1

D’apreés le cas d’égalité de 'inégalité triangulaire® on obtient que les pour tout k € [1,d],
Wi = w1 puis comme

d
Zwk:dwlzd
k=1

on a que pour tout k € [1,d]], wy = 1. Ainsi p;(g) = Idy, car p;(g) est diagonalisable et a pour
unique valeur propre 1. On a finalement que g € Ker(p;) puis K, C Ker(p;).

Ainsi pour tout i € [1,7] on a K,, = Ker(p;) donc K, est distingué. Pour tout I C [1,7], on
a donc que () K,, est distingué en tant qu’intersection de sous-groupes distingués.

i€l
=] Soit N un sous-groupe distingué de G. On considére (p,, V') la représentation réguliére du
groupe quotient G/N.
Soit p = p, om avec m: G — G/N la projection canonique sur G/N.

3. lemme démontré a la fin
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On a Ker(p) = Ker(p, om) = N car p, est injectif. De plus p est une représentation de G.
On peut donc décomposer x; en fonction des caractéres irréductibles de G. On obtient qu’il
existe (a;) € N vérifiant

.
Xp = Z AiXi-
i=1

Montrons que si I = {i € [1,7], a; # 0} alorsona N = (| K,,.
il

Soit g € N K,,. On a de part la définition de I que
i€l

Xp(9) =Y aixi(g) = > aixi(e) = xz(e).
=1 =1

Ainsi g € Ky, = Ker(p) ceci en effectuant le méme raisonnement que dans la premiere étape.
On obtient donc que g € N car Ker(p) = N et ainsi (| K,, C N.
el

Réciproquement soit g € N. Montrons que pour tout i € I, x;(g) = xi(e).
On a

Z a;xi(g)
i=1
> ailxi(g)|
=1

,
< Z aixi(e)
=1

< xp(e) = xp(9) = [xp(9)|-

IN

En effet pour tout i € [1,7], on a |x;(g)| < xi(e) car x;(e) = dim(V;) € Rt et car x;(g) est
la trace de p;(g) qui est diagonalisable et a valeurs propres de module 1 (voir le début de la
démonstration). De plus on a que g € N = Ker(p) = K, ce qui justifie les dernieres égalités.

Ainsi on obtient

T
Zlaixz'(g)
1=
il existe £ € U vérifiant pour tout i € I, xi(g) = |xi(9)[¢.

-
= Y ai|xi(g)| et d’apres le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire,
=1

T T

On obtient également I'égalité > a;|xi(g)] = Y aixi(e) ce qui implique que pour tout i € I,
=1 =1

Xi(9)| = xi(e) vu que l'on avait déja [x;(g)| < xi(e).

Finalement on a pour que tout i € I, xi(g) = |xi(9)|{ = xi(e)€ et donc que
Xp(9) =D aixi(g) = > aixi(e)é = xs(e)E.
i=1 i=1

Ainsi £ =1 car x5(g9) = xp(e) ce qui entraine que pour tout 7 € I, x;(g) = xi(e).

On a donc que g € N K,,. Ainsi N C (| K,,.
i€l el

On vient de montrer que N = (| K,, ce qui conclut la preuve. O
i€l
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Lemme 36 (Cas d’égalité de l'inégalité triangulaire)
Soit d € N* et (wy) € CZ. Si
d

=3l

k=1

d
D> w
k=1

alors il existe @ € R tel que pour tout k € [1,d], wi = |wk|e.

Démonstration :
On a d’une part

d 2 d d
k=1 k=1 =1
d
= D W+ Y W + W
k=1 1<k<i<d
d
= Y P42 Y Re(wam)
k=1 1<k<i<d
et d’autre part
d 2 d
(z\wk\) B ST S
k=1 k=1 1<k<l<d

Ainsi de I’égalité

d d
S wi| = Y |wk| on obtient en élevant au carré
k=1 k=1

Z Re(wgwy) = Z |wk| |wi]-

1<k<i<d 1<k<i<d

Or pour tout k # [ on a Re(wgw;) < |wk| |wi| donc légalité précédente nous assure que
Re(wkwp) = [wp] [wil-

Distinguons deux cas : si tous les wy sont nuls alors § = 0 convient.

Sinon il existe n € [1,d] tel que wy, # 0.

Pour tout k € [1,d] prenons ), un réel vérifiant wy, = |wy|e%.

On a donc pour tout k # n, |wrwy| = Re(wiwn) = |wiwy| cos(0k — 0y).

Ainsi si wyp = 0 on a wy, = |wg|e? et si wy, # 0 on a cos(fy — 0,) = 1 donc 6, = 6, [27].

Dans tous les cas on a pour tout k € [1,d], wg = ]wk|ei0“ ce qui conclut la preuve. O
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2.5 Codiagonalisation des sous-algebres réduites de M, (C)

— Lecons concernées : 153; 154 ; 155; 157

— Référence : Réduction des endomorphismes, Rached MNEIMNE (page 230)

— Remarque : Ce développement est assez original et facile mais son probleme est le
manque d’exemples de sous-algebres réduites de M, (C) pour lesquelles le théoreme est
utile.

Théoréme 37 Soit n € N*.
Toute sous-algébre (pas forcément unitaire) réduite de M, (C), c’est-a-dire dans laquelle toute
matrice nilpotente est nulle, est codiagonalisable.

Démonstration :
Soit A une sous-algebre réduite de M, (C).
Nous allons démontrer ce théoreme en quatre étapes :

(1) A+ ClI, est une sous-algebre réduite de M, (C);
(2) toute matrice de A + CI,, est diagonalisable ;
(3) A+ CI,, est commutative :
(a) A+ CI,, est engendré par ses projecteurs;
(b) deux projecteurs de A 4+ CI,, commutent.
(4) A est codiagonalisable.

(1) : On a d’abord que A + CI,, est une sous-algebre de M, (C). Montrons qu’elle est réduite.
Soit M € Aet A € C tels que M + A\, soit nilpotent. Montrons que M + A, = 0.

Si A =0 alors M est nilpotent dans A donc M = 0 puis M + A, = 0.

Si A #0,onaque M(M + A\,) est nilpotent et est dans A donc M (M + AI,,) = 0. De plus
M+ I, est nilpotent et trigonalisable dans M, (C), car C est scindé, donc M+ \I,, est semblable
a une matrice triangulaire avec des 0 sur la diagonale. Ainsi M = (M + \I,,) — A, est semblable
a une matrice triangulaire avec des —\ sur la diagonale. Or A % 0 donc M est inversible et
M+ X, =M"1x0=0.

Ainsi A + CI,, est une sous-algebre réduite de M, (C).

S
(2) : Soit M € A+ CI, et xar = [] (X — p)* le polyndme caractéristique de M.
k=1

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton /(M) = 0 donc si P = ﬁ (X —pg)ona P(M)*=0
k=1

avec o = max(ay) car les (M — pil,) commettent entre eux. Donc P(M) est nilpotent et est
dans A + CI,,. Ainsi P(M) =0 et M est diagonalisable.

(3)(a) : Soit M € A+ CI,.
On note p1, ..., is les valeurs propres deux a deux distinctes de M et Ey = Ker(M — ugl,).
S

Comme M est diagonalisable on a C" =  Ej.
k=1

Soit pour tout k € [1,s], px la projectiongur Ej;, parallelement & @ Ej. On a
1£k

S
M =" p
k=1
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S S
car C" = @ Ej, et pour tout = € Ey,, M(z) = ppzr = Y p pr(x).
k=1 k=1
De plus pour tout k € [1,s], pr € A+ CI, car on a

H (M - ,ulln)
_ 7k
Pk T (e — )
Ik

En effet il suffit de vérifier que le terme de droite s’annule sur chaque E; avec | # k et qu’il vaut
I, sur E}.
Ainsi on peut écrire chaque élément de A + CI,, comme combinaison linéaire de projecteurs.

(3)(b) : Soit A et B deux projecteurs de A 4+ CI,,. On a
(ABA — AB)2 = ABAABA — ABABA - ABAAB+ ABAB =0

et
(ABA — BA)> = ABAABA — ABABA — BAABA + BABA = 0.

Ainsi on a AB = ABA = BA car A+ CI,, est réduite.
Ainsi les projecteurs de A + CI,, commutent deux a deux.

(4) : En utilisant le (3) on déduit que A + CI,, est commutative. De plus le (2) nous donne que
toute matrice de A+CI, est diagonalisable. Ainsi en utilisant le lemme qui suit ce développement
on obtient que les matrices de A + CI,, sont codiagonalisables. Or A C A + CI,, donc A est
codiagonalisable. O

Lemme 38 Soit K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie et I un ensemble.
Tout ensemble A = {u;, i € I} d’endomorphismes diagonalisables de E vérifiant

V(i,§) € I, wiou; =ujou

est codiagonalisable, c’est-a-dire qu’il existe une base B de E telle que tout élément de la base
B est vecteur propre de u; pour tout i € I.

Démonstration :
On va raisonner par récurrence sur la dimension de F.
Soit pourn € N, P(n): « Sidim(E) < n alors tout ensemble A = {u;, i € I'} d’endomorphismes
diagonalisables de E, vérifiant V(i, j) € I, w; o uj = uj o u;, est codiagonalisable ».

On a P(0). Supposons que pour un n € N on ait P(n). Prenons E un K-espace vectoriel de
dimension n + 1. Deux cas se présentent :

Premier cas : Si pour tout i € I, u; est une homothétie alors toute base de E est une base de
vecteurs propres pour tous les u;.

Second cas : 11 existe j € I tel que u; ne soit pas une homothétie.
Ainsi il existe A € Sp(u;) tel que Ey(u;) # E. De plus comme u; est diagonalisable on a

E= P Eu(u)=E\(uj)&F avec F=  Eu(uy).
peSp(u;) peSp(u;)
HFEX
De plus pour tout i € I et u € Sp(u;) on a que Ey,(u;) est stable par u; car u; et u; commutent.
Ainsi E)(uj;) et F sont stable par u; pour tout ¢ € I et comme dim(E)(u;)) < n+ 1 et
dim(F) < n + 1, il existe une base By de E)(u;) et une base Bp de F' constitué de vecteurs
propre de u; pour tout ¢ € I. En concaténant ces bases on obtient une base B de E constitué
de vecteurs propre de u; pour tout ¢ € I. Ainsi on a P(n + 1) ce qui conclut la preuve. O
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2.6 Sous groupe compact de GL,(R)

— Lecgons concernées : 106; 150; 158; 170; 171; 181
— Référence : Thémes de géométrie, ALESSANDRI (pages 141-142)
— Remarque : Ce développement fait intervenir la notion d’enveloppe convexe.

Théoréme 39 Soit G un sous groupe compact de GLy(R).
Il existe P € S+ (R) tel que G C P O,(R) P~

Démonstration :
Soit G' un sous groupe compact de GL,(R).

Posons
p: G — GL(S,(R))

A — p(A):S—ASA

L’application ¢ est un morphisme de groupes* car pour (A4, B) € G on a p(AB) = ¢(A)op(B).
Montrons qu’il existe Sy € S, (R) vérifiant pour tout A € G, ¢(A)(Sy) = So.

Montrons d’abord l'existence d’un ensemble ¥ C S,/ (R) convexe, compact et stable par G.
Posons E = {M'M, M € G} et vérifions que X I'enveloppe convexe de E convienne.

Tout d’abord X est convexe. Ensuite on a E C S (R) car pour tout M € G, M'M est
symétrique et pour tout X € M, 1(R)\ {0} on a XMMX = |'MX]|3 > 0. Or S (R) est
convexe® donc on a ¥ C S;F T (R).

L’ensemble E est compact car c¢’est I'image du compact G par application M +— MM qui est
continue. Ainsi par le théoréme de Carathéodory on a que X est compact en tant qu’enveloppe
convexe d’'un compact en dimension finie.

Soit A€ Get M €X.

k k
Il existe k € N*, (\;) € (RT)¥ et (S;) € E¥ tel que M = S\ S et SN\ = 1.
=1 =1

k
Ainsi on a p(A)(M) = Y Xip(A)(S;) € ¥ car pour tout i € [1,k] il existe M; € G tel que
=1

1=
S; = M;'M; et on a donc p(A)(Si) = AM;'M;'A = (AM;)(AM;) € E car G est un groupe.
L’ensemble X est donc stable par G.

Nous allons construire une norme sur S, (R) et nous intéresser & un probléme de minimisation
de cette norme sur un ensemble bien choisi.

Soit || - || une norme euclidienne sur S, (R) (par exemple ||S|| = /Tr(S%)). On définit alors
pour tout S € S,(R), vu que G est compact,

N(S) = max||p(4)(S)]]

On vérifie facilement que N est une norme sur S, (R).

Posons C' = {N(5), S € ¥} et montrons qu’il existe un unique Sy € ¥ tel que N(Sp) = min(C).
Tout d’abord X est compact et N est continue donc C' admet un minimum N (Sy) avec Sy € 2.
Montrons alors qu'il est unique. Soit S; € ¥ vérifiant N(S7) = min(C) = N(Sp). On obtient

<So—|-51> < N(So) + N(S1)
2 2

N(So) <N < N(So).

La premieére inégalité vient du fait que, 3 étant convexe, on a N (%) eC.

4. Ainsi ¢ définit une action de groupe sur ’ensemble de matrices S, (R).
5. Pour (S1,52) € ST (R)? et t € [0,1] on a tS1 + (1 — ¢)S2 € S,(R) et pour tout X € M, 1(R)\ {0},
X(tS1+ (1 —1)S2)X >0
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Ainsi N(Sp + S1) = N(So) + N(S1) et il existe A € G tel que
N(So +51) = [le(A)(So + S)II < lle(A)(So)ll + lle(A) (S| < N(So) + N(51) = N(So + 51).

Donc ||¢(A)(So + S1)|| = |le(A)(So)|| + ||¢(A)(S1)|| et comme || - || est une norme euclidienne,
on par le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire qu’il existe A € R tel que

©(A)(S0) = Ap(A)(S1) = p(A)(AS1)

car ¢(A)(S1) # 0.
Ainsi Sop = A\S7 car ¢(A) € GL(S,(R)) puis Sp = S1 car N(Sp) = N(S1) et A > 0.
On obtient alors 'unicité de Sp.

L’ensemble ¥ est stable par G donc pour tout B € G, ¢(B)(Sp) € X. Ainsi en revenant a la
définition de N on remarque que

N(p(B)(S0)) = max[|¢(4)(¢(B)(S0))l| = max [lp(AB)(So)|| = N(So)
car ¢ est un morphisme de groupes. Par unicité de Sy on a alors que pour tout B € G
S() = (p(B)(S()> = BSOtB.
De plus Sp € ¥ C S;7F(R) donc il existe® P € S+ (R) tel que Sy = P2
Ainsi pour tout B € G on a P2 = B P? !B puis comme P € S/ "(R), on a
P~iBP Y(P7'BP)=1,.

On obtient donc que pour tout B € G, P7'BP € 0, (R) et ainsi G C P O,(R) P!, O

6. So est diagonalisable en tant que matrice symétrique réelle. Donc il existe Q@ € GLn(R) tel que Q 1SoQ
soit diagonale. De plus comme So € S; T (R) les éléments de la diagonale de Q@ 'SoQ sont strictement positifs.

Ainsi il suffit de prendre P = Q/Q~1S0QQ " pour obtenir P € S;7T(R) et P? = S.
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Chapitre 3

Développements non rédigés

3.1 Analyse

Projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert

— Lecons concernées : 205; 208 ; 213; 253

— Référence : Analyse fonctionnelle, Haim BREZIS (pages 79-80)

— Remarque : Ce théoreme est un résultat important sur les espace de Hilbert puisqu’il
est a la base de la plupart des gros théoréemes sur les Hilbert (théoréme de représentation
de Riesz, théoreme de Stampacchia, etc.). Il faut donc connaitre sa démonstration qui
est assez élémentaire (mais technique).

Théoréme de Cauchy-Lipschitz global
— Lecgons concernées : (205); 206; (208); 220; 221
— Référence : Petit guide de calcul différentiel, Frangois ROUVIERE (pages 180-184)
— Remarque : Le point clef de ce développement est 1’équivalence entre le fait d’étre
solution d’une équation différentielle et d’étre le point fixe d’une certaine fonction.

Stabilité de I’équation de Hill-Mathieu
— Lecgons concernées : 220; 221
— Référence : Analyse pour l'agrégation, Claude ZUILY, Hervé QUEFFELEC (pages 410-
412)
— Remarque : Ce développement présente peu de difficulté (et d’intérét ?).

Méthode de Newton
— Lecgons concernées : (206); (218); 223; 226; 228; (229); 232
— Référence : Petit guide de calcul différentiel, Frangois ROUVIERE (page 152-156)
— Remarque : Ce développement est court et son intérét réside dans ses applications
en calcul (formel et scientifique). Il faut savoir expliquer le résultat sur un dessin et
comprendre pourquoi la suite est ainsi construite.

Lemme de Morse
— Lecons concernées : 214; 215; (217); 218
— Référence : Petit guide de calcul différentiel, Frangois ROUVIERE (page 354-355, 209-
211)
— Remarque : Ce développement est assez délicat et nécessite une bonne compréhension
de la différentielle seconde, des formules de Taylor sur les fonctions a plusieurs variables
ainsi que du théoreme d’inversion locale.
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Théoréme des extrema liées
— Lecgons concernées : 214; 215; (217); 219
— Référence : Analyse, Xavier GOURDON (pages 317, 327)
— Remarque : Malgré la lourdeur des notations, ce développement est assez court et
abordable.

Prolongement méromorphe de la fonction Gamma d’Euler

— Lecons concernées : 207; 235; 239; 243 ; 244 ; 245 ; 247

— Référence : Objectif Agrégation, Vincent BECK, Jérome MALICK, Gabriel PEYRE (pages
82-83)

— Remarque : Il existe plusieurs facons de démontrer ce résultat dont certaines assez
complexes. Si 'objectif est seulement de montrer que la fonction Gamma se prolonge
en une fonction méromorphe sue C alors il existe une démonstration élémentaire (celle
présenté dans 1’ Objectif Agrégation).
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3.2 Algebre

Table de caractére de Sy

— Lecons concernées : 105; 107; (108); 109; (161)

— Référence : L’algébre discréte de la transformée de Fourier, Gabriel PEYRE (pages
228-230)

— Remarque : Ce développement est un exemple assez basique de remplissage d’une table
de caractére d'un groupe. Il y a une petite difficulté pour remplir I'une des lignes : on
peut considérer les isométries conservant les sommets d’un cube (solution exposée dans
le PEYRE).

Dual de M, (K)
— Lecons concernées : 151; 159
— Référence : Oraux X-ENS, algébre 1, Serge FRANCINOU, Hervé GIANELLA,
Serge N1cOLAS (pages 305-307)
— Remarque : Développement court et d’un niveau élémentaire.

Théoréme de structure des polyndémes symétriques

— Lecons concernées : 105; 142; 144

— Référence : Cours de mathématiques, Tome 1 - Algébre, Edmond Rawmis, Claude
DEscHAMPS, Jacques ODOUX (pages 202-205)

— Remarque : Ce développement présente un résultat important de la théorie des po-
lynémes symétriques qui admet beaucoup d’applications. Il donne également un algo-
rithme. Le point clef du développement est de faire une double récurrence (d’abord sur
le nombre de variables puis sur le degré total du polynome).

Théoréme de Kronecker
— Lecons concernées : 102; 142; 143; 144; (152)
— Référence : Oraux X-ENS, algébre 1, Serge FRANCINOU, Hervé GIANELLA,
Serge N1COLAS (pages 198-199)
— Remarque : Ce développement est tres court et peut se faire au choix en utilisant le
résultant ou les polynémes symétriques.

Théoréme de 1’élément primitif

— Legons concernées : (123); 125; 141; 144; (151)

— Référence : Algébre, Xavier GOURDON (pages 89-90)

— Remarque : On montre ce théoreme dans le cas ou le corps est de caractéristique
nulle et s’il y a le temps dans le cas ou le corps est fini. Dans le cas ou le corps est de
caractéristique nulle le point important de la démonstration est le fait que le calcul du
PGCD de deux polyndémes ne dépend pas de 'extension de corps dans lequel on se place.
Il faut également connaitre le contre-exemple si le corps n’est ni de caractéristique nulle
ni fini : on prend L = F,(X,Y) qui est une extension finie de K = FF,(X?,YP) de degré
p? mais il n’existe pas a € L tel que L = K][a] car a cause du morphisme de Frobenius
on aurait a? € K et donc [L : K| = p ce qui est absurde.
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Théoréme de Wedderburn
— Legons concernées : 101; (102); 123; (125); (151)
— Référence : Cours d’algébre, Daniel PERRIN (page 82)
— Remarque : Ce développement fait intervenir une action de groupe et les polynoémes
cyclotomiques. Il faut prendre soin de bien distinguer ce qui est commutatif de ce qui ne
Pest pas et il faut savoir justifier rigoureusement (autrement que par un dessin) I'inégalité
lg —&] >q—1pourg>0et&cU\{1}.

Irréductibilité des polynémes cyclotomiques
— Lecgons concernées : 102; 120; 141
— Référence : Algébre, Xavier GOURDON (pages 91-92)
— Remarque : Ce développement établit un résultat important sur les polynémes cycloto-
miques. Il est assez technique et nécessite une bonne maitrise de 'irréductibilité comme
par exemple le lien entre irréductibilité sur Q et Z et la réduction modulo p.

Version faible du théoréme de Dirichlet
— Lecgons concernées : (102); 120; 121; (141)
— Référence : Algébre, Xavier GOURDON (pages 92-93)
— Remarque : Ce développement présente un tres joli résultat. Il généralise le théoréeme
d’Fuclide qui établit 'existence d’une infinité de nombres premiers en utilisant le méme
« schéma » de démonstration. II n’est pas nécessaire de faire le cas k = 1 au début vu
qu’il s’en déduit des autres cas.

Décomposition de Dunford

— Lecons concernées : 153; 154; 155; 156; (157)

— Référence : Oraux X-ENS, algébre 2, Serge FRANCINOU, Hervé GIANELLA,
Serge NICOLAS (pages 134-135) et Objectif Agrégation (pages 215-216)

— Remarque : Dans ce développement on commence par montrer le théoreme de Dunford
puis s’il y a le temps on peut ajouter le corollaire qui affirme que pour f € E(Cd) on
a f est diagonalisable si et seulement si exp(f) est diagonalisable. Cependant il faut
faire attention car cette décomposition n’est pas forcément la plus adaptée au calcul de
I’exponentielle d’'une matrice.

Points extrémaux de la boule unité de £(E)
— Lecons concernées : (160); 170; 171; 181
— Référence : Oraux X-ENS, algébre 3, Serge FRANCINOU, Hervé GIANELLA,
Serge N1cOLAS (pages 130-131)
— Remarque : Ce développement fait intervenir la décomposition polaire généralisée. 11
faut savoir que cette décomposition s’obtient a partir de la décomposition polaire et de
la densité de ’ensemble des matrices inversibles.

L’exponentielle réalise un homéomorphisme de S,(R) dans S;*(R)
— Lecgons concernées : 156; 158; (160)
— Référence : Introduction d la théorie des groupes de Lie classiques, Rached MNEIMNE,
Frédéric TESTARD (pages 61-63)
— Remarque : Ce résultat se généralise sur les matrices hermitiennes. Dans la derniere
partie de la démonstration, il faut borné un ensemble de valeur propre. Pour cela il
suffit juste d’utiliser que pour tout matrice M et pour toute norme subordonnée on a

Sp(M) < B(0, [[M]]).
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Chapitre 4

Couplages

4.1 Algebre

101 - Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

— Les théoremes de Sylow
— Théoréme de Wedderburn

102 - Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de
P’unité. Applications.

— Détermination des sous-groupes distingués a partir de la table de caractéres
— Théoréme de Kronecker

— Irréductibilité des polynoémes cyclotomiques

~ Théoréme de Wedderburn

~ Version faible du théoréeme de Dirichlet

103 - Exemples et applications des notions de sous-groupe distingué et de groupe
quotient.

— Classification des groupes d’ordre inférieur a 11

— Détermination des sous-groupes distingués a partir de la table de caracteres
~ Les théoremes de Sylow

~ Simplicité de SO3(R)

104 - Groupes finis. Exemples et applications.

— Les théoremes de Sylow
— Classification des groupes d’ordre inférieur a 11

105 - Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.

— Table de caractere de Sy
— Théoreme de structure des polyndémes symétriques
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106 - Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie F, sous-groupes de
GL(FE). Applications.

— Simplicité de SO3(R)
— Sous groupe compact de GL,(R)

107 - Représentations et caractéeres d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel.

— Détermination des sous-groupes distingués a partir de la table de caracteres
— Table de caractére de Sy

108 - Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.

~ Table de caractére de Sy
~ Simplicité de SO3(R)

109 - Représentations de groupes finis de petit cardinal.

— Détermination des sous-groupes distingués a partir de la table de caracteres
— Table de caractére de Sy

120 - Anneaux Z/nZ. Applications.

— Irréductibilité des polynoémes cyclotomiques
— Version faible du théoréeme de Dirichlet

121 - Nombres premiers. Applications.

— Les théorémes de Sylow
— Version faible du théoréme de Dirichlet

122 - Anneaux principaux. Exemples et applications.

123 - Corps finis. Applications.

— Théoréeme de Wedderburn
~ Théoréme de I’élément primitif

124 - Anneau des séries formelles. Applications.

125 - Extensions de corps. Exemples et applications.

— Théoreme de I’élément primitif
~ Théoréme de Wedderburn
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126 - Exemples d’équations diophantiennes.

140 - Corps des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps commutatif.
Applications.

141 - Polyndémes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et
applications.

— Théoreme de ’élément primitif

— Irréductibilité des polynémes cyclotomiques
~ Version faible du théoréme de Dirichlet

142 - Algéebre des polyndémes a plusieurs indéterminées. Applications.

— Théoréme de structure des polyndmes symétriques
— Théoréme de Kronecker

143 - Résultant. Applications.

— Théoréme de Kronecker

144 - Racines d’un polynéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et
applications.

— Théoréme de structure des polyndmes symétriques

— Théoréme de I’élément primitif
— Théoréme de Kronecker

150 - Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.

— Simplicité de SO3(R)
— Sous groupe compact de GL,(R)

151 - Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie).
Rang. Exemples et applications.

— Dual de M, (K)
~ Théoréme de I’élément primitif
~ Théoréme de Wedderburn

152 - Déterminant. Exemples et applications.

~ Théoréme de Kronecker
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153 - Polynémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomor-
phisme en dimension finie. Applications.

— Codiagonalisation des sous-algebres réduites de M,,(C)
— Décomposition de Dunford

154 - Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes
d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications.

— Codiagonalisation des sous-algebres réduites de M,,(C)
— Décomposition de Dunford

155 - Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

— Codiagonalisation des sous-algebres réduites de M,,(C)
— Décomposition de Dunford

156 - Exponentielle de matrices. Applications.

— Décomposition de Dunford
— L’exponentielle réalise un homéomorphisme de S, (R) dans S;"*(R)

157 - Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

— Codiagonalisation des sous-algebres réduites de M,,(C)
~ Décomposition de Dunford

158 - Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

— Sous groupe compact de GL,(R)
— L’exponentielle réalise un homéomorphisme de S, (R) dans S;+(R)

159 - Formes linéaires et hyperplans en dimension finie. Exemples et applications.

— Dual de M,,(K)

160 - Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension
finie).

~ Points extrémaux de la boule unité de £(E)
~ L’exponentielle réalise un homéomorphisme de S, (R) dans S;F ™ (R)

161 - Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Applications en
dimensions 2 et 3.

— Simplicité de SO3(R)
~ Table de caractere de Sy
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162 - Systemes d’équations linéaires ; opérations, aspects algorithmiques et consé-
quences théoriques.

170 - Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité,
isotropie. Applications.

— Sous groupe compact de GL,(R)
— Points extrémaux de la boule unité de L(F)

171 - Formes quadratiques réelles. Exemples et applications.

— Sous groupe compact de GL,(R)
— Points extrémaux de la boule unité de L(E)

180 - Coniques. Applications.
181 - Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Appli-
cations.
— Sous groupe compact de GL,(R)
— Points extrémaux de la boule unité de L(E)
182 - Applications des nombres complexes a la géométrie.

183 - Utilisation des groupes en géométrie.

190 - Méthodes combinatoires, problémes de dénombrement.
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4.2 Analyse

201 - Espaces de fonctions : exemples et applications.

— Le théoréme de Stone-Weirestrass

— L’espace de Sobolev H!(I)

— Densité de I’ensemble des fonctions continues partout et dérivables nulle part
— Théoréeme de Montel

— Théoréme de Riesz-Fischer

202 - Exemples de parties denses et applications.

— Le théoréme de Stone-Weirestrass
— Densité de I’ensemble des fonctions continues partout et dérivables nulle part

203 - Utilisation de la notion de compacité.

— Le théoréme de Stone-Weirestrass
— Théoréme de Montel
~ L’espace de Sobolev H! (1)

204 - Connexité. Exemples et applications.

— Simplicité de SO3(R)
~ Théoréme de Sarkovskii

205 - Espaces complets. Exemples et applications.

— L’espace de Sobolev H!(I)

— Théoreme de Riesz-Fischer

— Projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert

~ Densité de I’ensemble des fonctions continues partout et dérivables nulle part
~ Théoréme de Cauchy-Lipschitz global

206 - Théorémes de point fixe. Exemples et applications.
— Théoreme de Sarkovskii

— Théoreme de Cauchy-Lipschitz global
~ Méthode de Newton

207 - Prolongement de fonctions. Exemples et applications.

— Prolongement méromorphe de la fonction Gamma d’Euler
~ Théoréeme d’Abel et contre-exemples
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208 - Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
— L’espace de Sobolev H!(I)
— Théoreme de Riesz-Fischer

— Projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert
~ Théoreme de Cauchy-Lipschitz global

209 - Approximation d’une fonction par des polyndmes et des polynémes trigono-
métriques. Exemples et applications.

~ Le théoréme de Stone-Weirestrass

213 - Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.

— L’espace de Sobolev H'(I)
— Projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert

214 - Théoréme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites. Exemples et
applications.

— Lemme de Morse
— Théoréme des extrema liées

215 - Applications différentiables définies sur un ouvert de R". Exemples et appli-
cations.

— Lemme de Morse
— Théoréme des extrema liées

216 - Etude métrique des courbes. Exemples.

217 - Sous-variétés de R”. Exemples.

~ Lemme de Morse
~ Théoréme des extrema liées

218 - Applications des formules de Taylor.

— Lemme de Morse
~ Méthode de Newton

219 - Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.

— Théoréme des extrema liées
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220 - Equations différentielles X' = f (t, X). Exemples d’étude des solutions en di-
mension 1 et 2.

— Théoreme de Cauchy-Lipschitz global
— Stabilité de I’équation de Hill-Mathieu

221 - Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles
linéaires. Exemples et applications.

— Théoréme de Cauchy-Lipschitz global
— Stabilité de I’équation de Hill-Mathieu

223 - Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applica-
tions.

— Théoréme de Sarkovskii

— Méthode de Newton
~ Théoréeme d’Abel et contre-exemples

224 - Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

226 - Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence u, + 1 =
f(u,). Exemples et applications.

— Théoréme de Sarkovskii
~ Méthode de Newton

228 - Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples
et contre-exemples.

— Densité de I’ensemble des fonctions continues partout et dérivables nulle part
— Méthode de Newton

~ Théoreme de Sarkovskii
~ Le théoréme de Stone-Weirestrass

229 - Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

~ Méthode de Newton

230 - Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des
sommes partielles des séries numériques. Exemples.

— Théoreme d’Abel et contre-exemples
— Formule sommatoire de Poisson
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232 - Méthodes d’approximation des solutions d’une équation F(X) = 0. Exemples.
~ Méthode de Newton
234 - Espaces L7, 1 <p < +o0.

— L’espace de Sobolev H'(I)
— Théoréme de Riesz-Fischer

235 - Suites et séries de fonctions intégrables. Exemples et applications.
— Théoréme de Riesz-Fischer
— Prolongement méromorphe de la fonction Gamma d’Euler

~ Théoréme d’Abel et contre-exemples

236 - Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonc-
tions d’une ou plusieurs variables réelles.

— Meéthode de calcul d’une transformée de Fourier

239 - Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parameétre. Exemples et
applications.

— Meéthode de calcul d’une transformée de Fourier
— Prolongement méromorphe de la fonction Gamma d’Euler

240 - Produit de convolution, transformation de Fourier. Applications.

— Meéthode de calcul d’'une transformée de Fourier
~ Formule sommatoire de Poisson

241 - Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
— Le théoréme de Stone-Weirestrass
— Théoréme de Montel
— Théoréme de Riesz-Fischer
— Théoreme d’Abel et contre-exemples

~ Densité de I’ensemble des fonctions continues partout et dérivables nulle part

243 - Convergence des séries entiéres, propriétés de la somme. Exemples et appli-
cations.

— Théoreme d’Abel et contre-exemples
— Prolongement méromorphe de la fonction Gamma d’Euler

244 - Fonctions développables en série entiere, fonctions analytiques. Exemples.

— Théoreme d’Abel et contre-exemples
— Prolongement méromorphe de la fonction Gamma d’Euler
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245 - Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.
— Théoréme de Montel
— Théoreme d’Abel et contre-exemples

— Meéthode de calcul d’une transformée de Fourier
— Prolongement méromorphe de la fonction Gamma d’Euler

246 - Séries de Fourier. Exemples et applications.

— Formule sommatoire de Poisson
~ Le théoréme de Stone-Weirestrass

247 - Exemples de problémes d’interversion de limites.

— Théoreme d’Abel et contre-exemples
— Prolongement méromorphe de la fonction Gamma d’Euler

249 - Suites de variables de Bernoulli indépendantes.

253 - Utilisation de la notion de convexité en analyse.

— Projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert

254 - Espaces de Schwartz S(R?) et distributions tempérées. Transformation de
Fourier dans S(R?) et S'(R).

— L’espace de Sobolev H'(I)
— Formule sommatoire de Poisson

— Valeur principal de %

255 - Espaces de Schwartz. Distributions. Dérivation au sens des distributions.

— L’espace de Sobolev H!(I)
— Valeur principal de %
~ Formule sommatoire de Poisson

260 - Espérance, variance et moments d’une variable aléatoire.

261 - Fonction caractéristique et transformée de Laplace d’une variable aléatoire.
Exemples et applications.

262 - Modes de convergence d’une suite de variables aléatoires. Exemples et appli-
cations.

263 - Variables aléatoires a densité. Exemples et applications.

264 - Variables aléatoires discrétes. Exemples et applications.
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