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Introduction

Le but de ce rapport est de présenter le travail fait pendant mon stage de M1 au laboratoire CIRGET de
I'UQAM a Montréal encadré par Frédéric Rochon. L'objectif en était I'étude du flot de la courbure moyenne
pour une variété orientable compacte de dimension 7 immergée dans R”*!. Plus précisément le but est de
faire varier une variété en tout point selon son vecteur normal avec comme vitesse sa courbure moyenne.
De maniére équivalent cela revient a considérer une famille C* d’immersion ¢: M x [0, T[ — R™**! qui
vérifie I'’équation non linéaire (les coefficients du laplacien dépendent aussi de ¢) suivante

0@
LA
ot

N’ayant pas suivi de cours de géométrie riemannienne avant ce stage, il m'a fallu commencer par étudier
différentes notions nécessaires pour I’étude du flot. On trouvera en appendice le travail effectué avec no-
tamment l'introduction des différents concepts et tout les résultats de géométrie riemannienne que 'on
aura besoin durant notre étude. La partie suivante est la plus importante car elle se concentre sur I'étude
méme du flot de la courbure moyenne pour une variété compacte immergée dans R”**!,

1 Définition du flot de la courbure moyenne pour une variété compacte dans
Rn+1

L objectif va étre d’étudier le flot de la courbure moyenne d’une variété orientable compacte de dimension
n immergée dans R*!. Mais on commence par montrer quelques résultats sur les immersions, les plonge-
ments et les difféEomorphismes qui nous seront utile dans notre étude. Par la suite nous désignerons par le
terme variété une variété différentielle orientable.

1.1 Immersion, plongement et difféomorphisme

On commence par introduire les notions de plongement et d'immersion qui nous seront tres utiles dans
la suite de notre étude. Les preuves des différentes propositions et lemmes viennent du livre Differential
Topology de Victor Guillemin, Alan Pollack [1].

Définition 1.1.1. Immersion et plongement

Soitp: M — N, une application C*, alors ¢ est une immersion si en tout pointp e M, dp@: T,M — T, N
est injective.

Side plus ¢: M — @ (M) est un homéomorphisme alors ¢ est un plongement.

Un premier résultat important c’est que localement les immersions se comportent comme les plongements.

Lemme 1.1.1. Soit M une variété différentiable et G: M — N une immersion en p, alors il existe un voisi-
nage U de p dans M tel que Gy soit injective.
Si M est compacte alors Giy: U — N est un plongement.

Démonstration. Par1’absurde on suppose que non, donc on peut trouver une suite de point (p,, q,) € M tel
que pn # qn, Pn — P, Gn — p €t G(p,) = G(gqy). De plus on note (V,y) une carte de M au voisinage de p,
ainsi pour n assez grand on a p,, g, € V, et on peut poser :

Y(pn) —y(qn) NG
Iy (o) =y

Quitte a considérer une sous-suite, on peut supposer que v, — veS" etona:

) _ G(pn)—Glqn)

Or v # 0 et la différentielle est injective car G est une immersion en p, ce qui est absurde.



On suppose maintenant M compacte, il nous reste a montrer que Gjy: U — G (U) est un homéomor-
phisme.

Or on sait déja qu’elle est bijective, et pour K un fermé de U on sait que K = U N F ou F est un fermé de
M donc compacte. Par continuité de G, G(F) est compacte donc fermée. Ainsi G(K) = G(U) N G(F) est un
fermé de G(U) donc Gy est un homéomorphisme. O

Remarque 1.1.1. Le principal but des plongements c'est que si 'on a deux variétés M et N et un plongement
@: M — N alors ¢(M) est une sous-variété de N de méme dimension que M. Et d’apres le lemme que l'on
vient de montrer si ¢ n'est qu'une immersion alors comme localement c’est un plongement pour tout point
@(p) € p(M) on peut trouver un voisinage ouvert U de ¢(p) dans ¢(M) telle que U soit une sous-variété de N
de méme dimension que M. en particulier par injectivité de d ¢, il introduit un isomorphisme

Maintenant on va montrer des lemmes techniques qui nous seront utiles plus tard. L'objectif est de montrer

na nona

que les conditions "étre une immersion", "étre un plongement" et "étre un difféomorphisme" sont ouvertes
dans un certain sens.

Lemme 1.1.2. Immersion est une condition ouverte
Soit M un variété compacte de dimension n et : M x [0, T[ — R"*!, une application C* telle que ¢, soit
une immersion. Alors il existe T = T, > 0 tel que pour tout t € [0, T1 [, ¢ soit une immersion.

Démonstration. 1l nous faut montrer qu'il existe T; > 0 tel que :
Viel0,Ti[, Vp e M, dpg; soit injective.

Soit p € M, montrons qu’il existe U(p) un voisinage de p et T(p) > 0 tel que pour tout ¢ € [0, T'(p)[ et pour
tout p € U(p), dp@; soit injective.

Soit V un voisinage de p ot on a des coordonnées (xi,..., X,). On sait que pour tout p € p/,

0o
oxn ()

0¢o
dpwo = W(PH .

est injective.
On peut donc trouver une 7 x n sous matrice avec un déterminant non nul. Or ¢ étant C* et M compacte,
onaque:

0 0
i(., t) — —(e(.,0) uniformément sur M.
ox? t—0 0x!

Donc par continuité du déterminant il existe T(p) > 0 et un voisinage U(p) de p, telle que pour tout ¢ €
[0, T(p)[ et p' € U(p), le déterminant de la n x n sous-matrice soit non nul, donc d;,(pt est injective.

Or M =Upem U(p), donc par compacité de M, on peut extraire un nombre fini de point (py, ..., pq) tel que
M= U?Zl U(p;), etenposant T; = min T(p;) on ale résultat voulu. O

i=1,..,

On montre un résultat similaire pour les plongements.

Lemme 1.1.3. Plongement est une condition ouverte

Soit M une variété compacte de dimension n et ¢: M x [0, T[ — R"**, une application C* telle qu'il existe
t €10, T'[ soit un plongement alors il existe un voisinage V de t dans [0, T| tel que pour tout s€ V, @ soit un
plongement.

Démonstration. On raisonne par I’absurde, donc il existe une suite s; € [0, T[ telle que s; — ¢ et ¢, ne soit
pas une immersion, en particulier ne soit pas injective.
Donc il existe deux suites p;, g; € M telles que p; # g; et:

@(pi,si) =(qi,Si)



Maintenant on pose

G: Mx[0,T[ — R"!

(s — (ps(p),s)’

en particulier on a

G(pi,si) =G(qi,s)) et pi#qi.
Or par compacité de M, quitte a considérer des sous-suites que I’on notera encore p; et g;, il existe p,g € M
tels que :

pi—p et gqi—q.

Mais par continuité de G et passage a la limite on a, G(p, f) = G(q, t) donc p = g car ¢, est un plongement.
On se place dans des coordonnées, (x',...,x™ au voisinage de p, G est clairement différentiable en (p, t) et

ona:
ay

ol (ay,...,an+1) € R,

Or ¢, est un plongement en particulier sa différentielle en p est injective, donc il existe n colonnes linéaire-
ment indépendantes de la matrice dy¢;, donc on peut trouver n + 1 colonnes linéairement indépendantes
(ajouter la derniere colonne) ainsi d(,,) G est injective, donc G est une immersion en (p, f).

On peut donc utiliser le lemme précédent , qui nous dit qu’il existe U un voisinage de (p, ) dans
M x [0, T tel que Gy soit injective.

Or pour i assez grand on a (p;, si), (q;, i) € U, or G(p;, s;) = G(g;, i) et p; # qi, ce qui est absurde.

Ainsi il existe V, un voisinage de ¢, tel que pour tout s € V ¢, est injective. Montrons que c’est un plon-
gement. On sait déja que ¢ est une immersion, il nous faut donc montrer que c’est un homéomorphisme
sur son image. Comme ¢; est injective, il nous faut montrer que I'inverse est continue. Soit K un fermé de
M, alors K est compacte car M compacte, donc ¢s(K) est un compacte donc un fermé donc ¢; est une
application propre. Ainsi (p;1 est continue, donc ¢, est un plongement. O

Et il nous reste a montrer le méme résultat pour les difféeomorphismes dont on rappelle la définition.

Définition 1.1.2. Difféomorphisme
Soit@p: M — N alors ¢ est un difféomorphisme si c'est une bijection différentiable dont la bijection réciproque
est aussi différentiable.

Lemme 1.1.4. Soit M une variété compacte de dimension n et g: M x [0, T[ — M, une application C* telle
que go soit un difféomorphisme. Alors il existe T = Ty > 0 tel que pour tout t € [0, T\ |, g soit un difféomor-
phisme.

Démonstration. On sait que gp est un difféomorphisme, en particulier c¢’est une immersion. En raisonnant
comme dans dans la preuve du lemme(1.1.2|on sait qu’il existe T; > 0, tel que pour tout ¢ € [0, T} [, pour tout
p € M, d,g; est bijectif.

Ainsi par le théoréme d’'inversion local, g; est un difféfomorphisme local. Or en raisonnant comme dans la
preuve du lemme précédent[1.1.3} on peut montrer qu'il existe T, > 0 tel que pour tout ¢ € [0, T3 [, g; soit
injective.

Ainsi sur [0, min{Ty, T>}[, g; est un difféomorphisme. O

Il nous reste a rappeler que si on a une immersion ¢: M — R"**! on peut définir une métrique sur M en
tirant en arriere le produit scalaire (.,.) de R+

Proposition 1.1.1. Soit M une variété différentielleetvp: M — R"*! une immersion. On définit une métrique
g sur M, par
VpeM, VX, YeT(M,N), gp(X,Y)=(dpf(X),d,f(Y)).

Pour plus de détail sur ce point on peut aller voir la partie[A.2|de 'appendice[4]



1.2 Cadre de notre étude

On considére M une variété compacte de dimension 7n et ¢: M — R"*! une immersion. On considére
comme métrique sur M celle définie par le tiré en arriere par ¢ du produit scalaire de R"*!, ainsi dans
un systéme de coordonnées (x,..., x") les coefficients de g sont donnés par

L 0o ; 0
§i=\op™ "oxi /-

Localement on sait que ¢(M) est une sous-variété de dimension n de R"*! en particulier si p € M et

(x!,...,x™) est un systéme de coordonnées dans un voisinage de p alors (0%1, oo %) est une base de T, M
p 0 op Lot .
et une base de Ty () ¢(M) est donnée par (W' e W)' On désigne donc le vecteur normal par v qui est

au minimum définit localement et on note A la seconde forme fondamentale scalaire dont ses coefficients

sont donnés par
w1 0 0
hij=<VR3 1—.,V>=< .(p.,V>.
i 0xJ 0xtox/

Ainsi les équations de Gauss (B.2.2) et de Weingarten (B.2.1) nous donnent directement

Fp i O¢ v 1 0
— =Ty —— +h;iv et — =—h;;g’ —.
oxioxi  Ugxk Y ox! 8 oy
Ceci nous permet de démontrer la relation suivant entre le laplacien de ¢ et la courbure moyenne H, en
effet

Ap=g"Vi g
_gii [0k 00
oxioxi — Yoxk
=g hijv
=Hv,
On adonc
A = Hv. (1.2.1)

1.3 Définition du flot de la courbure moyenne

Soit M une variété compacte de dimension n et ¢,: M — R""! une famille d'immersion, on a deux points de
vue pour définir le flot de la courbure moyenne. Soit on veut que la famille ¢, vérifie une équation similaire
a celle de '’équation de la chaleur, c’est a dire

op: _

ot
Oi1 A est le laplacien sur M définie avec comme métrique le produit scalaire de R"*! tiré en arriére par
@;. Ainsi cette équation n'est pas linéaire. Un autre point de vue possible et de faire directement bouger
la variété ¢,(M) selon son vecteur normal avec comme vitesse sa courbure moyenne. C’est a dire que la
famille ¢; doit vérifier

Pt

a—(p( 1) =H(p,t)v(p,1)
57 P =Hp,Ovp,D.

Ou H(p, 1) et v(p, t) désigne la courbure moyenne et le vecteur normal au point ¢;(p) de la sous-variété
@:(M). Or la relation (1.2.1) nous démontre que les deux approches sont similaires, on peut donc définir le
flot de la courbure moyenne.

Définition 1.3.1. Flot de la courbure moyenne
Soitpg: M — R, une immersion avec M une variété différentiable de dimension n. Le flot de la courbure moyenne

est une fonction ¢: M x [0, T[ — R**1, C*®, solution du systéme suivant :

o _ _
E(p, 1) =Ap:(p)=H(p, Ov(p,t) Y(p,) e Mx[0,T][ (1.3.1)

@(p,0) =o(p) VpeM



Le probleme de cette définition c’est qu’en apparence elle n’est pas invariante par composition par un dif-
féomorphisme, en effet si on a une famille de difféomorphisme ¥;: M — M et que 'on compose ¢ par ¥,
on ajoute une perturbation tangentielle. On a donc besoin de la proposition suivante.

Proposition 1.3.1. Invariance géométrique par une perturbation tangentielle
Soit M une variété différentiable compacte de dimension n, po: M — R uneimmersionetg: Mx[0, T[ —
R une famille C*® d’immersion solution du probleme suivant :

o _
{E(p, H=Hp tvip,)+X(p,t) Y(p,)e Mx[0,T[ (1.3.2)

@(p,0) =go(p) VYpeM

ot X (., t) est un champ de vecteur C*™ sur ¢ (M), i.e V(p,t) € M x [0, T[, X(p, 1) € Ty, (p) P ¢(M).

Alors il existe une unique famille C* de difféomorphisme ¥;: M — M, tel que ¢; = @:(V;) soit un flot
de la courbure moyenne avec comme donnée initiale .

Réciproquement soit ¢: M x [0, T[ — R™*! une famille C*® d’immersion telle quil existe une famille de C®
de difféomorphisme ¥;: M — M, tel que ¥ (p,0) = p et ¢(p,t) = (p(‘I’(p, 1), t) soit un flot de la courbure
moyenne alors il existe un champ de vecteur X (., t) dépendant du temps tel que ¢ vérifie le systeme|l.3.

Démonstration. Soit ¢ vérifiant le systeme ‘ comme d,¢; est injective et d, ¢ (T, M) = Ty, (p) ¢+ (M),
on peut définir un champ de vecteur C*, sur M par,

Y(p,0)=—-Idpp ™ (X(p,1).

Et on s’'intéresse a I’équation différentielle pour p € M fixé,

oW
{E(p,t)=Y(‘I’(p,t),t) Veelo, Tl
Y(p,0)=p

qui est une EDO sur M, et comme M est compacte, Y (., t) est C*° on a par le théoréme d’existence et d'uni-
cité des EDO sur une variété compacte qu’il existe un unique ¥ vérifiant ce systéme. De plus ¥, étant la
résolvante on sait que c’est un difféomorphisme. On pose donc ¢; = ¢;(¥;), etona:

0p dp ow
E(P; t) - 0t (\P(P, t)) t) + d‘P(p,t)(pt( at (P, t))

=H(¥(p, 1), )v(¥(p, 0,0+ X(p, 1) +dw(p,n9: (Y (¥ (p, 1)

=H(P(p, 1), 0v(¥(p, 0, ) + X(P(p, 1), ) = dw(p,nP: [[dwip,ne:d T (X(F(p, ), 1)]
=HM™(p, 0, 0v(¥(p,1),1)

= H(p, nv(p, 1.

olt H(p, t) et ¥(p, t) son respectivement la courbure moyenne et le vecteur normal au point ¢(p, t).

De plus comme ¥ (p,0) = p, ona @(p,0) = ¢(p,0) = ¢o(p), ainsi ¢ est un flot de la courbure moyenne.

Pour I'unicité, si ¢(p, 1) = (¥ (p, 1), t) est un flot de la courbure moyenne, alors par les calculs précédents
ona:

oY
X(W(p, 1) =—dyp,ne: (E(P, t)) ,

donc
ov -1
57 P D=Y(¥(p,0,0, avecY(p,n= —ldped ™ (X(p, D).

De plus @¢(p,0) = ¢o(p) = ¢(p,0) donc ¥(p,0) = p, donc ¥ est unique.

Réciproquement, si ¢: M x [0, T[ — R"**! est une famille C* d’immersion telle qu’il existe une famille de



C*® de difféomorphisme ¥;: M — M, telque ¥(p,0) =petdp(p,t) =¢ (‘P(p, 1), t) soitun flot de la courbure
moyenne alors,

g—f(p, 1= g—‘f(‘l’(p, 0,0 +dyp,nP: (Z—\f(p, t))
= H(p, v (p, 1).
Donc comme pour ¢ € [0, T[, ¥ est un difféomorphisme, on a:
Vg, te Mx[0,T], i—f(q, 1)=H(p,0)v(q,t) —dgp; (%—\f(‘l’gl(q), t)).

De plus ¢(p,0) = @y (p,0),0) = ¢(p,0) = po(p) donc ¢ vérifie le systeme(1.3.2|avec :

a\lj -1
X(p,0)=—-dgo: (E(\P[ (@), I))-
O

Ainsi cette proposition nous permet d’avoir le corollaire important suivant qui nous permet "d’alléger" la
définition d'un flot de la courbure moyenne.

Corollaire 1.3.1.1. Soit une famille C*® d’'immersion, ¢: M x [0, T[ — R qui vérifie :

(0ip,v)=H
¢(,0)=¢o

Alors il existe une unique reparamétrisation de ¢ en un flot de la courbure moyenne.

1.4 Variation de I’aire d’'une sous-variété

Lobjectif maintenant va étre de justifier I'intérét du flot de la courbure moyenne, pour cela nous allons
commencer par calculer la variation de 'aire d'une sous-variété si on I'a fait bouger selon une direction
plus précisément.

Soit M une variété de dimension n et ¢o: M — R"*! une immersion, on considere I'aire de M défini par :
Aire(p) = f du,
M

ot dans des coordonnées du = /det(g;;) dx’...dx".

On consideére une variation compacte de ¢, c’est a dire une fonction ¢: M x]—¢,e[ — R, C®, telle qu'il
existe un compacte k de M tel que pour tout p € M\K, @(p, t) = po(p) et que ¢(.,0) = @o.

On suppose que Aire(@p) < +o00, et pour ¢ € | —¢, €[ on définit de la méme maniere :
Aire(g,) = f dy; ol du,=/det(g;;(1) dx'...dx"
M
or par compacité de K pour #; €10, e[ on peut trouver C une constante telle que,

Vte -1, 1], VpEK, det(g)SC.

Ainsi, pour t € [-11, 1],

Aire(¢py) :f dy
M

:f dﬂt"'f due
M\K k

sf dp+Cf dxt...dx"
M\K K

<Aire(¢pg) + Cf dx'...dx" < +oc0
K



Ainsi, quitte a réduire €, on peut supposer que pour tout f € |—¢, €[, Aire(¢;) < +oco.

Lobjectif va étre de calculer la variation de 'air en ¢ = 0, pour cela on note X = %—‘f (.,0), en particulier X =0
sur M\K. Pour p € M, on sait que 'on peut décomposer R"*! comme :

R"*! = d,go(Tp M) ®Rv.

Ainsi on peut écrire :
X=x"+(X,v)v.

On peut calculer la variation de la métrique en 0,
0gij 0 op O
o ==[({==,-=%)|0©
ot 05 (537 527) ) ©
(2 30 20 3K
~\oxi’ axi oxi’ 0xJ
2
S ((x 222 ((x,28)) o (x 20
ox! o0x/ 0x/ 0x! 0x'oxJ
-2 <XM,6—(”.>)+i(<XM,a—"’.>)—2<X,r’?.a—(”+hijv>
ox! OxJ OxJ ox! " oxk

-2 <XM, a_g>) + 2 (<XM, a—"’.>) —ork, <XM, 6_(p> — 2R (X, V)
Ox’ OxJ OxJ Ox? H dxk

Or dp@o: Tp M — dp@o(T, M) est bijectif, ainsi on peut trouver un champ de vecteurs XM sur M tel que
dp(pO(XM )= XM De plus grace a la métrique g, tildeX™ définit une 1-forme sur M notée w et dans des

coordonéesona: ; 0 0
w;=gij (XM)] = g(XM,—-) = <XMr_(R>'

0x? ox!
Ainsi on peut simplifier I’écriture de % (0), en effet :
0gij 0 0 2
W(O) =7 (wj)+ gy (@j) = 2T;0 —2h;j (X, V)

:V,-wj +ijl~ —Zhij (X, V)

Or, d’apres la preuve du théoréme de la divergence, on peut calculer % (v/det(g)), en effet :

0 _1 l'jagij .
E(\/det(g))—i\/det(g)g s voir (A.3.1)
1 iy iy iy
25\/det(g) (gljviwj+g”iji—2g”hij (X,V})

OronaH = gifhij et de plus comme Vg =0 et par symétrie de g,

.. .. .. N 0 .. - . - - j -
§'Vjwi=g"Viwj= g”g(ViXM, @) = g gi; (ViXM)* = 51 (v, XM)* = (v, XM)' = div(XM)

On en conclut donc que,

0 . (oM
= (y/det(9)) = \/det(g) (div(X™) - H(X,v))
On peut maintenant calculer la variation de I'air en 0.

Par compacité de K on peut trouver un nombre fini d’ouverts Uy, ..., Uy tel que,

k
Kc U Ui.
i=1



De plus sur chaque Uj;, on note x}, ..., X' un systeme de coordonnées et on notera dx; = dx} ...dx]". De plus
on sait qu’il existe une partition de I'unité (y;);-; x- Ce qui nous donne en 0 :

0Aire(¢p;) _i f ) ) ([ )

ot _at d:ut Gt M\Kdlit

;d

p sz_ZiX ,Ut)
k
" ; Ui)(i\/det(g)dxi)

k
=Z[ det(g))dxl

k
=Zf xi (div(XM) - H(X,v))/det(g) dx;

=f div(XM) — H{(X,vydug
K

ooy =1,..,

- f div(X™) - H(X,v) dug
M
=— f H(X,v)duo par le théoreme de la divergence (A.3.1)
M

On peut bien inverser la dérivée et 'intégrale car X = 0 sur M\K, donc par compacité de K il existe une
constante C > 0, tel que :
|div(XM) - H(X,v)|=C

Ainsi sur U;, on a,

L i / i_ ;
fU,- |)(, det(g)‘dx SCj;]i det(g)dx _[U,- dug < Aire(pg) < +o0

On peut donc bien intervertir dérivée et intégrale et on vient de montrer que :

OAire(p;) f <6<p >
— L - | H(=(,0,v)d
ar T\ g WO ) ko

Il est assez simple de voir que I’on peut choisir pour at 2(,0)n 1mp0rte quel champ de vecteurs. En effet pour
X eT'(M)sionpose @(p, ) =@o(p)+tdypo (Xp) d’apresle lemme on sait que pour ¢ assez petit ¢(., f)
est une immersion et on a directement

op 3
E("O) =d.¢o(X).

Lintérét de considérer X = Hv dans le flot de la courbure moyenne permet de diminuer l'aire de la variété
le plus rapidement possible en fixant la norme L2. En particulier si ¢: M x [0, T[ — R"*! est un flot de la

courbure moyenne on a
0Ai
ire(¢;) _ _f szﬂz-
ot M

Ce qui donne la majoration suivante

Aire (¢o) f szd/,tt

Remarque 1.4.1. Sion veut que notre variété soit un point critique de cette fonctionnelle, c’est a dire étre un
candidat pour minimiser son aire, on doit avoir pour tout champ X,

f H{(X,v)du=0.
M

Clest a dire H = 0 sur M, c’est la définition d’'une surfaces minimales.



2 Existence du flot et Principe du maximum

Dans cette partie I'objectif va étre de démontrer 1'existence et I'unicité du flot de la courbure moyenne.
On donnera aussi 'exemple de certains flots de la courbure moyenne et on finira par certains résultats
importants sur le flot et pour cela on utilisera le principe du maximum.

2.1 Théoréme d’existence

Lobjectif maintenant va étre de montrer |'existence et 'unicité du flot de la courbure moyenne dans le cadre
que l'on s’est fixé.

Théoréme 2.1.1 (Existence et unicité). Soit M une variété compacte de dimension n et pg: M — R"! une
immersion, alors il existe une unique solution ¢ € C*° (M x [0, T[) au probléme :

{ at(p =Hv
(., 0)=¢o

De plus la solution dépend de maniére C* de la donnée initiale ¢y.

Il existe une multitude de preuves différentes pour ce théoréme et on peut en trouver une liste non ex-
haustive dans le livre de Carlos Montegazza [2]. Ici on présente la preuve détaillée dans ce livre qui a été
initialement présentée par Huisken et Polden dans leur article [3]. Cette preuve est la plus intuitive, I'objec-
tif est de clairement décrire le mouvement du flot pour des petits temps. Elle fait appel a la résolution d’'une
équation parabolique quasi-linéaire sur une variété compacte, on trouvera a I'appendice A du livre de Car-
los Montegazza [2] une résolution détaillée de ce genre d’équation, la preuve ayant été d’abord trouvée par
Huisken et Polden dans leur article [3].

Démonstration. On commence par le cas ol1 ¢y est un plongement, ainsi v est bien définie partout et’ap-
plication vo: M — R"**1 est C*.

Existence :
On cherche p: M x [0, T[ — R”*! une solution du probléme suivant :

{ at(p =Hv
@(.,0)=¢o

Comme ¢ est une immersion, si on a une solution ¢ du probléme par le lemme(1.1.2} quitte a réduire T,
on peut supposer que pour tout ¢ € [0, T[, ¢ soit une immersion.

Or par le corollaire|1.3.1.1} on sait qu’il suffit de trouver une solution ¢: M x[0, T[ — R™*L C® du probléme
suivant :

0 b)), , =H , AV , M O,T
{( (P, 0,v(p,0)=H(p,1) Y(p,)eMx[0,T] @.1.1)

o(p,0)=po(p) VpeM

Il existera alors un unique reparamétrage de ¢ par une famille de difféomorphisme en un flot de la courbure
moyenne.

Pour trouver ¢, 'idée va étre de trouver un voisinage de ¢ (M) dans lequel on pourra décrire le déplacement
de ¢;(M) par le graphe d'une fonction f au dessus de ¢o(M).

Plus précisément pour montrer I'existence d'une solution, on fixe T > 0 et on cherche f € C* (M x [0, T'[)
avec comme condition initiale f(.,0) = 0 tel que,

@: Mx[0,T[ — R"!

2.1.2
(p,t) — @o(p)+ f(p, DVve(p) ( )

vérifie le systeme|2.1.1
Pour savoir quelle équation doit vérifier f, nous allons devoir calculer les quantités géométriques de I'hy-
persurface ¢,(M), pour cela on fixe (p,t) € M x [0, T|, et dans des coordonnées on notera respectivement
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gij(p, 1) et hij(p, t) les composantes des premiere et deuxieme formes fondamentales en (p, 1).
Et on a pour la métrique :

gij(p, 1) =(0ip(p,0,0;9(p, 1))
=(0ipo(p) +0; fvo(p) + fO:vo(p),djpo(p) + 0 fvo(p) + fOvo(p))
= (0ipo(p) +0i fvo(p) = 1Ok, ip0(p) +0: fVo(p) ~ FH}d1wo)  cardivo = ~hfdrgo
=8ij(p,0)+0:£0; f + (0i90,0; fvo — Fh¥dxpo ) + (i fv0,0 00~ FRi0100)
—{ fRFacp0,0;00 - f1}01gp0 )
=8ij(p,0)+0;f3; f - fhf(p,0)gjk(p,0) — f i (p,0)gi1(p,0) + f* f (p, 0) (1, 0) g1 (p, 0)
=gij(p,0)+0:f(p, 0; f(p, 1) —2f (p, hi (p,0) + F2(p, D hji(p, O hiy (p, 0 8" (p,0)

On remarque donc que g, et son inverse, dépendent de maniere C* de f et Vf.
De plus, on sait que le plan tangent en ¢(p, t) a pour base :

0ip(p, 1) =0;po(p) +0;: f — Fh¥(p,0)0xpo(p)
Ainsi un vecteur normal est donné par,
v(p, 1) =vo(p) - (vo(p),0:p(p, 1)) g'10p(p, 1).
En effet,

(v,0i) =(vo(p),0;0(p, 1)) = (vo(p),0:p(p, ) 8" (Bip(p, 1),0,0(p, 1))
=(v0o(p),0:0(p, ) — (vo(p),0ip(p, 1)) 8 gi
=0
De plus, {vo(p),0i¢(p, 1)) =0;f(p, 1) d'ou:
v(p, ) =vo(p)-0;fg"0;¢(p, 1)

Orona f(.,0) =0 ainsi Vf(,0) =0 dou ||v(p, 0) || =1 et donc par compacité de M, quitte a réduire T, on
peut supposer qu'il existe C > 0 tel que pour tout (p, 1) € M x [0, T, |v(p, 1| = C > 0.
On peut donc renormaliser v en posant,
_ vo(p) -0if8"70;9(p, 1)
[vop)—0ifgiidjp(p. 1)

On peut donc maintenant calculer les coefficients de la seconde forme fondamentale :

v(p, )

hij(p, 0 = {v(p,0,0%0(p, 1)
= (v(p,0,0;(0ipo(p) + 3 f ~ FRE (D, 0)0kepo(p)))
= (V(p,1),0% fvo+ 82 9o +0:£0,vo = 3, FR¥Opo + F32 vo)
= (v(p, 1,02 fvo )+ {V(p,1,04,00+0: f0;v0— 0, Fhfdxpo + f0F vo )
=(v(p,0,v0)03;f + P (p, f(p, 0, V(p, 1)),

oi1 P/ est une fonction C* pour f et V f petit, donc pour des petits temps.
Ainsi on a pour la courbure moyenne,

H(p, 0 =g (p, hij(p, )
=(v(p, 0,v0) 870 f + 8P (p, f(p, ), V(p, 1))
=(v(p, 0,v0) Agin f +{v(p, 0),v0) TF;01f + g PV (p, f(p, 1),V (p, 1))
=(v(p,0,vo) Mgy f+P(p, f(p, 0,V f(p, 1),
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ol P(,, f,Vf) est C* pour des petits temps. En effet les symboles de Christoffel sont calculés par les dérivées
premiéres de la métrique qui elles dépendent de maniere C* de f et Vf.

Or on veut résoudre le systeme[2.1.1} donc avoir (3¢ (p, 1), v(p, 1)) = H(p, 1), ainsi :

0:f(p, ) (vo(p),v(p, D) ={0:p(p, 1), v(p, )
—H(p, 1)

= <VO(P),V(I9; t)>Ag(t)f(P, t) +P (P; f(P; t)) Vf(p; t)) .

Or comme (vo(p),v(p,0)) = 1, et M compacte on peut supposer que T soit assez petit pour qu'il existe D > 0
tel que (vo(p),v(p, 1)) =D >0sur M x [0, T[.
D’o,
P(p,f(p,n),Vf(p1)
(vo(p),v(p, 1))
=N f(p, ) +Q(p, f(p, 1), Vf(p, 1)

atf(P, t) :Ag(t)f(P; t) +

Ot Q est une application C*, pour des petites valeurs de f et Vf.

On adonc quesi f: M x [0, T[ — R est une fonction C* qui vérifie I'équation parabolique quasi-linéaire
suivante :

(2.1.3)

0:f(p,0)=Dgn f(p, D+ Q(p, f (0,0, Vf(p, D) V(p,)eMx[0,TI
f(p,0)=0 VpeM

alors ¢ définie par[2.1.2} ¢ = ¢ + fv,, est un flot de la courbure moyenne sur [0, T[ avec T > 0 assez petit.
Or c’est une équation parabolique quasi-linéaire donc il existe une unique solution f € C* (M x [0, T'[), au
systeme Pour plus de détaille sur la résolution de ce genre d’équation on peut aller voir I'annexe A
du livre de Carlo Montegazza [2] ou a I'article de Polden et Huisken [3] . Ainsi ¢ vérifie le systeme[2.1.1] et
d’apres le corollaire[I.3.1.1]il existe une unique famille de difféomorphisme qui reparamétrise ¢ en un flot
de la courbure moyenne. Par la suite on notera ¢g = ¢ et @ le flot de la courbure moyenne obtenue apreés
reparamétrisation.

Unicité :

Maintenant soit ¢: M x [0, T[ — R"*! un flot de la courbure moyenne, on veut montrer que ¢ = @.

Pour cela nous allons montrer que dans un petit voisinage de ¢ (M), quitte a composer par une famille de
difféomorphisme et réduire T, on peut écrire ¢, comme le graphe d'une fonction f par dessus ¢y(M), c’est
a dire de la méme forme que dans I'existence.

Nous allons donc commencer par montrer le fait suivant :

Fait : Il existe £ > 0 tel que la fonction ¥ :

V: Mx]-gel — Q
(p,s) — @o(p)+svo(p)’

soit un difféomorphisme, avec Q =¥ (M x |—¢, €[).

On commence par montrer que pour € assez petit, ¥ est un difféomorphisme local. Ainsi soit p € M, alors
Y est différentiable en (p,0) eton a:

dpo¥: TyMxR — Rn+l

qui est bijectif.
Ainsi par le théoreme d’inversion local il existe V(p) un voisinage ouvert de p et n(p) > 0 tel que V¥ :

V x]-nnl — Y(V x]-n,7n]) soit un difféomorphisme. Or on a M = |J V(p), par compacité de M, on
peM

12



peut donc considérer une famille finie (V;);=;, i d’ouverts recouvrant M et on prend € = minkni > 0.
i=1

On montre maintenant l'injectivité, pour cela on raisonne par I'absurde, on suppose que pour tout € > 0,
I'application ¥, définie par:
VY: Mx]-gel — Q
(P,s) — @o(p)+svo(p)’
ne soit pas injective.
Ainsi pour tout € > 0, il existe (pg, s¢), (P}, Sp) € M x 1—¢,¢[ tel que (pe, s¢) # (P, s,) et:

Po(pL) + sevo(Pe) = Po(pe) + SeVo(pe)

Or par compacité de M et car ¢, est un plongement, il existe des sous-suites, que I'on notera encore (p,) et
(pe), qui converge dans M et on note p’ et p les limites.
De plus,
loo(e) —@o(pe)|| < |se| +1sel < 2.
Donc par passage a la limite, ¢o(p’) = @o(p) et donc p = p’ par injectivité de ¢y.
On utilise le fait que ¥ est un difféomorphisme local en p. Il existe donc V un voisinage ouvert de p et >0
tel que¥ : V x |-n,n[ — Y(V x ]-n,nl) soit un difféomorphisme. Or pour ¢ assez petit on a py, pg e Vet
Se,Sp €1-1m,ml, et:
W (pe, Se) = Po(pe) + Sevo(pe) = Po(pe) + sevo(pg) = Y (P, ),
donc
(Per Se) = (pi, Sp)-

Ce qui est absurde, on conclut donc que V¥ est un difféomorphisme pour ¢ assez petit.

Il nous faut montrer maintenant que ¢; reste dans Q = ¥ (M x |—¢, ve[) au moins pour des petits temps,
c’est le fait suivant :

Fait : Il existe 77 > 0 tel que :
Vie[0, T, ¢,(M)cQ

Tout d’abord nous allons montrer qu’il existe 1 > 0 tel que pour tout p € M, B(po(p),n) < Q.
Comme Y est un difféomorphisme et Q sont image, pour tout p € M, Q est un voisinage ouvert de ¢ (p).
De plus Q est borné, en effet par compacité de M, ¢o(M) est borné et :

V(p,s)e Mx]-¢el, |¥(p,s)—po(p)||=s<e

On peut donc poser, pour tout p € M, n(p) = sup {r eR*, B (cpo(p), r) c Q}. Montrons maintenantquen: M —
R™ est une application continue.
Soit p € M et u > 0, par continuité de ¢y il existe un voisinage V de p dans M, tel que pour tout p’ € V alors

lpo(p) —(p)] < p.
Soit p’ € V, alors il existe x € B (po(p), n(p') + u) tel que x ¢ Q etona:

[x=@o®| < | x=@o(P)|| + | vpo(P) — po(p)|| <n(p") +2p.

Donc B (po(p), n(p") +2u) ¢ Q donc n(p) < n(p) +2p.
De plus, B(@o(p), n(p") — ) € Q et soit x € B (po(p), n(p’) —2u), alors :

2= 0@ = [e= o)+ |opoth) = o] <nip) -4
Donc B (¢o(p), n(p") —2p) = Q donc n(p) = n(p') - 2. Ainsi,
In(p") —n(p)| =2p,
donc 7 est continue et par compacité de M, on peut posern = % ;Iéij\l/lln(p) etonapourtout p € M, B(po(p),n) <

Q.
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Pour finir, il nous reste a montrer I’assertion suivante :
ATy >0, Ve [0, T, Ype M, |op, - o] <n

On sait que la famille (¢;) est une famille continue de fonction C* (M, R”*1), donc soit (Ui, vi)ier (I estfinie)
un atlas de M. Ainsi pour tout i € I, ¢ 0 yi‘l converge Vers g © yi‘l pour la topologie C*.

De plus par compacité de M, on peut trouver une famille finie (py)r-1,.. n de point de M et ry € R* telle
que:

.....

ol py € Uy,.
Pour k € [1; N] on note Kj = ;! (B (Yn (P, rk)), par convergence C>, comme B (Y, (pr), rr) est com-

pacte, il existe Ty > 0 tel que Yz € [0, Tx[, sup [¢:(p) —po(p)|| =7.
pGKk
On pose simplement T7 = . minN Ty >0,etona:

.....

Veel0,Thl, [@:(p)—@o(p)|| < sup

sup |@:(p)—@o(p)| =1,
k=1,...,N peKj

on a donc le résultat voulu.

Ainsi on al'existence de T > 0 tel que pour tout £ € [0, T[, ¢;(M) Q.
On utilise maintenant le fait que ¥: M x |—¢,e[ — Q est un difféomorphisme, on peut donc définir / €
C®(Mx[0,T))etgeC>®(Mx[0,T[,M) par:

V(p,DeMx[0,T[, h(p,t)=T_ce[¥Y ' (0(p, )],

Vip,) eMx[0, T, glp,t) =Ty [¥ ' (p(p, )],

ou ITj_, ¢ et ITps sont les projections de M x |—¢,&[.
On a donc,
V(p,) e M x[0, T, @(p,t)=o(g(p, 1))+ hip,)vo(g(p,1).

De plus comme @(p,0) = po(p) et o est un plongement, on sait que g(p,0) = p et h(p,0) =0.

Ainsi go: M — M est un difféomorphisme de M, donc d’apres le lemme|I.1.4} quitte a réduire T, on peut
supposer que pour tout ¢ € [0, T[, g§;: M — M est un difféomorphisme.

Ainsi en posant f(p, 1) = h(g;(p), 1), on peut définir y comme :

Vip, )eMx [0, T, x(pt)= (p(g{l(p), 1) =@o(p)+ f(p, vo(p).

Donc y: M x [0, T[ — R"™*! est une famille C* d’immersion, ainsi d’aprés la proposition sur I'invariance
géométrique par une perturbation tangentielle (1.3.1), on sait que y vérifie le systeme suivant (gp étant

I'identité) :
<0t)(,v> =H
{ X(') 0) = (PO

Ainsi d’apreés les calculs précédents f vérifie le systéme suivant :

0 f(,0)=Dgn f(p, D+ Q(p, f (0,0, Vf(p, D) V(p,)eMx[0,TI
f(,0)=0 VpeM

Or par unicité de la solution a ce probleme on a exactement que :
X=9k

Or par le corollaire|1.3.1.1} on sait qu’il existe une unique famille de difféomorphisme qui reparamétrise y
et donc ¢g en un flot de la courbure moyenne.
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Or si on reparamétrise y par la famille de difféomorphisme (g;) on obtient ¢ qui est par hypotheses un flot
de la courbure moyenne. Et on sait que @ se reparamétrise en ¢ qui est un flot de la courbure moyenne,
ainsi par unicité ona:

P =9E.

On a donc montré I'unicité.

Dépendance C* en la donnée initiale
Comme f vient de la résolution d’'une équation parabolique quasi-linéaire on sait par I'annexe A du livre de
Carlo Montegazza [2] que f dépend de maniére C* de ses données initiales qui eux dépendent de maniére
C® de ¢y, on a donc le résultat voulu.

Dans le cas ol1 g est seulement une immersion il faut faire attention a la définition de ¥ le vecteur normal
n’étant pas définie globalement. Nous ne détaillerons pas cette preuve ici mais pour les lecteurs intéressés
nous renvoyons a 'article fondateur de Polden et Huiken [3] et au livre de Carlo Montegazza [2]. O

2.2 Exemple de flot

Dans cette partie nous allons présenter quelques exemples de flots, le cas d'un graphe, d'une courbe de
niveau et celui de la sphere. Cela nous permettra notament de se rendre compte de la non linéarité de
'équation (d,¢,v) = H.

2.2.1 Casdugraphe

On s’'intéresse au cas du graphe. Ainsi on fixe une variété compacte M de dimension net ¢: M x [0, T[ —
R"™*! une famille C* d’immersion. De plus on suppose que localement il existe Q un ouvert d’'un hyperplan
de R™"! et une fonction f: Q x R — R tels que dans des coordonnées (x!,...,x"") ona

op, 0= (x'p),....x" (), f(x*(p),...,x" (), 1)).

Ainsi si on note f;(.) = f(., t) on sait d’apres la sous-partie[C.1|que 'on a

Hpn= O Hess(fd (VI V) _ ol Vi
’ - 3 - ’
\/1+|Vft|2 (\/1+|Vft|2) \/1+|Vft|2
et v )
V(p,t):— ( fl‘)_) )
V1+|VA?
Deplusona
% (o)
ot \at)
Ainsion a
dp \ _ of ., Hess(f)(Vf,Vfi) 2| VA
<at,v>—H<=> at_Aft 1+|Vft|2 —\/1+|Vft| div = |
1+|Vf]

Donc d’apres le corollaire (1.3.1.1) ¢ est un flot de la courbure moyenne si et seulement si f vérifie

% _ g, Hess(f) (VfFfo) = 1o VAP aiv| 2L

1+|Vf; JielvalE]
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2.2.2 Cas dela courbe de niveau

On considére maintenant le cas oi1 on a une famille C*®, ¢: M x [0, T[ — R"*!, de plongement, en particu-
lier ¢p; est un homéomorphisme sur son image. De plus on suppose qu'’il existe une fonction

FiR"™x[0,T[—R telleque ¢,(M)=f"({0}.
Ainsi d’apres la sous-partie (C.2) on sait que pour pe M et € [0,T[on a

_ AL Hess(f1) (Vf, V.fi)
IVfi| Ivr|?

H(p, 1) = (p:(p))

et

| ft
De plus pour p e Mona f (¢:(p), t) =0 ce qui donne

ofe
ot

Ainsi pour pe M et t € [0, T[ on al’équivalence

0
<a—f,v> = H<=><—(p), Vi | ((pt(p))> =H(p, 1)

IV /i
of: _ Hess(f1) (V1. Vf1)
@E(qot(p)) = Vi

En utilisant que ¢; est un homéomorphisme et le corollaire (1.3.1.1) on a que ¢ est un flot de la courbure
moyenne si et seulement si f vérifie

ofr _ ., Hess(f)(VfiVfi) Vf
Y =Afi VA |Vf|d1v(| f|)

9
(p:(p) ==V fi(p:(p) %(p).

Afr— (p:(p)).

2.2.3 Casdelasphere

On s’intéresse tout particulierement au cas de la sphere, ceci nous étant utile par la suite. Ainsi, on considere
la sphere de rayon R de dimension n, M = S™(R) et ¢q: S"(R) — R"*! le plongement canonique de la
spheére unité. On sait donc que I'on a existence et unicité du flot de la courbure moyenne. Or, par symétrie
de la sphere, il est naturelle de penser que pour tout ¢ le flot restera une spheére dont seulement le rayon sera
modifié, ainsi on cherche le flot sous la forme :

p: S"R)x[0,T[ — R"!
(p,t) — R@®@o(p)’

oUuR: [0,T[— R et R(0) =
On a dongc,
@ (M) =S"(R(D) = £ (10,

avec f;: R™1 — R tel que f3(x) = lxI2 = R(t)2. En particulieron a:

. Vfi(x)=2x

. Afr=2(n+1)
Ainsi comme ¢;(M) est décrit par une courbe de niveau, on peut exprimer sa courbure moyenne et son
vecteur normal grace a f d’apres la sous partie[C.2]:

Afi  Hessfi(VfuVfi)  n+1 R@W*_ n
V7| VAP R®  R®S RW

H(p,t)=-

et
Viip(p) _ ¢ip)

" VAo R

=@o(p).
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0
De plus on a 2 (p) = R () @y (p).
Ainsi ¢ est un flot de la courbure moyenne si et seulement sion a:

n
R, t = - »
(Dpo(p) RO @o(p)

ainsi on a pour R,

R(t)= V R?-2nt.

En particulier Trax < R—Z et ala limite la sphére devient singuliére et le flot est de la forme :

@: S"Rx[0,E] — Rt
pt — VR2=-2nt@,(1)

2.3 Principe du Maximum et principe de comparaison

Le principal outil que I'on va utiliser pour étudier le flot va étre le principe du maximum.

Théoréme 2.3.1. Principe du maximum
Soit M une variété différentiable et g(t), pour t € [0, T, une famille C* de métrique sur M.
Soitu: M x [0, T[ — R une fonction C? qui vérifie :

Orus<Agipu+8g: (X(p,t,u,Vu),Vu) + b(uw),

ot X est un champ de vecteur continue et b une fonction localement lipschitzienne.

On suppose que pour tout t € [0, T[ il existe 5 > 0 et K un compacte de M\OM tel que pour tout t' € |t — 6, +
81N [0, T[ le maximum de u(., t') est atteint en au moins un point de K.

On pose umax(t) = r;éa]&( u(p, t), alors umax est localement lipschitzienne, différentiable presque partout et on a

pour tout t € [0, T[ olt Upqy est différentiable :

dumax
dr

< b(Umax)

Deplussih: [0,T'| — R, (T' < T) est une solution du probléme suivant :

R (t) = b(h(1)
h(0) = umax(0)

alors u < h sur M x [0, T'[.
Le premier point du théoréme grace au lemme suivant, appelé "Hamilton’s trick".

Lemme 2.3.1. Hamilton'’s trick

Soitu: M x [0, T[ — R une fonction C' telle que pour tout t € [0, T il existe 5 > 0 et K un compacte de M\OM
tel que pour tout t' € 1t — 6, t+6[N [0, T[ le maximum de u(., t'") est atteint en au moins un point de K.

Alors umax est localement lipschitzienne sur 10, T|, différentiable presque partout et on a pour tout t € [0, T|

Oll Uy est différentiable :
dtmax

dt

m_d_u( 1)
“oar Pt

ol p € M et umax(t) = u(p, t).
Le résultat est le méme pour umin(t) = mi]\l} u(p, 1).
pE

Démonstration. Soit t €]0, T, il existe § > 0 et K un compacte qui vérifie les hypotheses.

Montrons que i, ax est lipschitzienne sur | — 8, t + §[. Comme u est C!, il existe une constante C > 0 telle
que u soit C-lipschitzienne sur K x |t -6, t +4|.

Pour -6 <e< 6, il existe g € K tel que :

Umax(E+ &) =ul(q, t+¢€) = u(q, t) +1€| C < umax () + €l C,
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donc

Umax (T + &) — Umax (1) <C
le] -

De méme, il existe p € K tel que :
Umax () = u(p, 1) < u(p, t+¢€) + €l C < umax(t +€) + [l C,

donc

Umax(f + &) — Umax (1) <C
c <C.

Ainsi umax est localement lipschitzienne donc différentiable presque partout d’apres le théoréeme de Rade-
macher.

Soit ¢ un point ol uyx est différentiable et soit p € M tel que umax(t) = u(p, t).
Soit 0 < € < §, par le développement de Taylor il existe t* (¢) € |¢, t + €[ tel que :

ou +
ulp,t+€)=u(p,t) +£E(p, t"(g)),

donc 3
Umax(E+ &) = u(p, t+ &) = Umax (1) + 86—1:(19, ¥ (e)),
donc

max (£ + &) — Umax(f) 0
Umax (¢ + &) — Umax (1) 2—u(p, £ ().
€ ot

En faisant tendre ¢ vers 0, comme t*(¢) — t,ona:

(t)>a—u( 1)
=1 P

De méme pour -6 < € <0, il existe t™ (¢) e ]t +¢, t[ tel que :

Umax (T + &) — Umax (1)

<6_u( t(e)
=P '

€
ainsi, en faisant tendre € vers 0,
dthma ) _0U
dt =or P
On a donc le résultat voulu :
dumax(t) 3 au( 0
dt o Pt
Pour up;y il suffit d’appliquer le lemme avec v = —u. O

On peut maintenant prouver le théoréeme.

Démonstration. On commence par montrer le premier point.
Par lelemme(2.3.1} on sait que la fonction 1y« estlocalement lipschitzienne, presque partout différentiable
et pour £ € [0, T[ ol upmax est différentiable on a:

dumax

0=""p.0
ar T oY
avec p € M tel que umax () = u(p, t). Ainsi on a donc,

dumax
dt

() < Agpulp, )+ & (X(p, t,u,Vu),Vu(p, )+ bu(p, 1).

Or u(., t) estmaximal en p donc on a déja montré dans le lemme sur les extremums sur une variété[A.4.2)qu’on
a:

. Vu(p, 1) =0,

. Ag(t)u(p, )=0,
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d’ o,
dumax
dr

Pour le deuxiéme point, on considére h: [0, T'[ — R, (T’ < T) une solution du probléme suivant :

(1) = b(u(p, 1) = b(umax(1)).

B (t) = b(h(1)
h(0) = Umax(0)

Pour € > 0, on pose h;: [0, T"[ — R la solution maximale de :

h.(t) = b(h (1)
he(0) = Umax(0)

On fixe § > 0, b estlocalement lipschitzienne donc globalement lipschitzienne sur le compacte {h(z) | r€ [0, T' - §1}u
{hg(t) |te[o, T —5]}, on note C sa constante de Lipschitz. Alors h, — h uniformément sur [0, T’ — 6], en
effet :

t
h(6) = he(D)] < e+f0 Ib((s)) - b(he(s)|ds

t
S£+Cf |h(s) — he(s)|ds,
0

et par le lemme de Gronwall, |h(7) — he(1)] < g€ < g€~ — 0.
E—b

Par I’absurde on suppose qu'il existe ¢ € ]0, T’ — 6] tel que umax(t) > he(t) et on définit,
T=inf{r € [0, T" = 8] | umax(t) > he(1)}.

Ona £ >0 car Umax(0) = h:(0) — € et Umax () = he (7).
On pose donc H; = h, — Unax, ainsi H(0) = &, H, > 0 sur [0, [ et Hy(f) = 0. Et on a pour ¢ € [0, (£)[, Hg(£) >0
et,

Ht’;(t) = b(he (1)) — b(Umax(1)) = —C (he (1) — Umax (1)) = —CH (1),

ainsi en intégrant, H. (1) = H.(0)e ¢! = ge ",

On fait tendre ¢ vers f et on obtient :

Ct

H.(t)=ee “'>0,

ce qui est absurde. Donc,
Vie [Oy T,_(s]) umax(t) Sh&‘(t))

Par convergence uniforme de k. vers h, on obtient que,
Vte [0’ T,_6]) umax(t) = h(t))
comme 0 > 0, est arbitraire on le résultat voulu. O

Dans beaucoup de cas nous aurons simplement besoin du premier point du théoréme c’est a dire de "I'Ha-
milton trick" mais a quelque reprise le résultat entier nous sera utile. Celui va nous permettre d’étudier
globalement ce qu'il se passe pour la sous-variété ¢;(M) au cours du flot, nous allons montrer deux résul-
tats important le principe de comparaison et le faite qu'un plongement reste un plongement au cours du
flot.

Théoréme 2.3.2. Principe de comparaison

Soient M et M> des variétés compactes de dimension n, ¢: My x [0, T[ — R™ et W: M, x [0, T[ — R™*! des
flots de la courbure moyenne respectifs.

Alors la distance entre ¢ (M) et ¥V :(M>) ne peut pas décroitre, oui la distance est donnée par :

MO pend®l L lep,n-¥(q,0].

1
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Démonstration. On pose M = M; x M, qui est compacte par hypotheses, de plus on pose :

u: Mx[0,T[ — R*
pat — |emn-Ygo|

Ainsi Ui (1) = (dfl’i(t))z, ainsi il nous reste a montrer que Uiy ne peut pas décroitre au cours du temps. Pour
cela nous allons utiliser le lemme d’Hamilton (2.3.1), or M étant compacte et u € C*, u vérifie les hypotheses
du lemme. Ainsi uni, est localement lipschitzienne et différentiable presque partout. Soit # € [0, T'[, tel que
Umin soit différentiable en fy et on note (py, go) € M tel que umin(fo) = u(po, qo, to), on sait alors que :

dumin
dt

(t)—a—u( t)
0) = ot Po, qo, 1).

Il nous reste a montrer que % (po, qo, 1) = 0.

Si u(po, go, tp) = 0 alors si %—’;(po, qo, t) <0 donc upy, go, ) < 0 pour ¢ proche de ty, ce qui est absurde.
Si u(po, qo, o) # 0, alors montrons que les plans tangents en ¢, (po) et ¥, (qo) sont paralleles.

En effet u;, définie comme :

up: M1 — R
p — ||(P(l9,l‘0)—‘1’(610»to)||2’

atteint son minimum en py donc d’apres le lemme sur les extremums sur une variété[A.4.2} dans une carte
autour de py :
Vui(po) =0 donc (Vi@ (po), ®(po, o) —¥(qo, 1)) =0

Or (Viq, (po))ie[[1 . €tantune base de Ty, (p,) ¢1,(M1), on a exactement que :

@ (po, 1) —¥(qo, to) L Ty, (po) P1,(M1).
De méme en considérant,
Up: Mg — R
qa — oo w)-¥qw| "
on obtient que ¢(po, t) — ¥ (qo, 1) L Tw, (py) ¥+, (M2), donc les plans tangents sont paralléles.

On peut donc définir (ey,...,e,) une base commune des plans tangents et grace aux applications expo-
nentielles on obtient des systémes de coordonnées sur U un voisinage de pg et V un voisinage de gp.
Pour avoir une base de R"*1, on pose :

@(po, to) — ¥ (qo, 1)
lo(po, t0) — ¥ (qo, t0) ||

€n+1 = |

De plus comme (¢ (po, to) — ¥ (qo, to)) L Ty, (p) ¥ 1o (M2) €t p(po, to) =¥ (qo, 10) L Top, (py) P1,(M1), v (po, to)
et v‘P(qo, tp) sont colinéaires a e, 1.

On a vu dans la preuve du théoréme d’existence et unicité du flot que dans un voisinage de f; on
peut écrire ¢ (respectivement ¥) comme un graphe au dessus de M, (respectivement M) selon son vec-
teur normal v?(p, ) (respectivement v¥ (g, ty)).

Ainsi en se placant dans les coordonnées données par (ey,...,e,) dans U (resp. V), on peut écrire ¢ (resp.
V) comme le graphe d'une fonction f (resp. g). En particulier dans la base (ey, ..., ey, ex+1), pour ¢ dans un
voisinage de fyon a:

(p(pO) t) = (0;-'”0,]0(!70, t))
W(qo, 1) = (0,...,0,8(qo, 1))
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Or comme on I’a déja vu dans un exemple (C.1), on a alors pour la courbure moyenne en (py, t) et (qo, o) :

Hessf(Vf Vf)

H(p(p()yto)
\/1+||Vf V1+|VrF°
H Vg,V
HY (po, 1) = 5o (Ve Ve)

\/1+||Vg V1+]|vg|?

De méme pour le vecteur normal dans la base (ey,...,e,+1) on a en (py, fo) et (qo, to) :

Vf, -1
V('D(Po, Io) = _L)z,
L+ [ vr]
Vg, -1
V‘P(Clo»l‘o) — _(g—)z_
1+ vg|

Quitte a intervertir f et g on peut supposer f(po, fto) — g(qo, to) > 0. Ainsi,

d: UxV — R*
(P; 6]) — f(p) tO) - g(q) tO) ’

atteint son minimum en (py, go) donc A f (po, to) — Ag(qo, tv) = 0 et Vf(po, to) = Vg(po, to) = 0 (en fixant pgy
ou ¢o) d’apres le lemme (A.4.2).

Ainsi on obtient,
H?(po, to) = Af (po, to) v?(po, o) = en+1
HY (po, t,) = Ag(po, to) v¥(po, to) = ens1

donc,
(H?v? — HYVvY, en+1) =Af(po, to) — Ag(qo, t) =0

On calcule maintenant %% 6“ 5: (Po, qo, 1), en utilisant que ¢ et ¥ sont des flots de la courbure moyenne :

0

"ot
a(pto
=2 (po) (qo) ¢ (po, 1) — ¥ (qo, to)
=2 (H"’v"’ - H\Pv ,€n+1> lo(po, 1) =¥ (g0, )|
>0
donc dL(‘l";‘“ (%p) = 0, la distance ne décroit pas. O

Remarque 2.3.1. On peut appauvrir les hypothése, il n'est pas nécessaire de supposer My et M, compact. On
peut supposer seulement que M, soit compact, M, complet pour la distance induite par la métrique et ¥ soit
propre (i.e. pour tout K compacte ¥ (K) est compacte). Dans la preuve, il faut s'assurer que umin Vérifie bien
les hypothéses du lemme d’Hamilton, ce point est détaillé dans le papier de Francisco Martin et Jesus Perez [4].
Par contre on ne peut pas affaiblir plus les hypothéses. Si on consideére ¢: S*> — R3 le plongement canonique
de la sphere unité et V: M, — R® une surface minimal compleéte a l'intérieure de la boule. Comme on la vue
[2.2.3|¢ se contracte en un point alors que ¥ ne bouge pas (car H = 0 pour une surface minimale). Pour plus
de détails on peut se référer a [4] et [5].

Cette proposition nous permet d’énoncer le corollaire important suivant.

Corollaire 2.3.0.1. Soit¢@: M; x [0, T[ — R™1 W: M, x [0, T[ — R™*! deux flots de la courbure moyenne
alors si ¢(M,0) est strictement inclus dans lintérieur défini par ¥ (M,0), alors pour tout t € [0, T[, (M, t)
reste strictement inclus dans Uintérieur défini par ¥V (M, 1).
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Comme on considere que des variétés M compactes, on peut inclure ¢ (M) dans une boule de rayon assez
grand. Or comme on la vue dans la sous-partie 2.2.3|1a sphere a un un flot qui est défini sur un intervalle
de temps fini, il est donc forcément de méme pour toute variété compacte comme on va le voir avec ce
deuxiéme corollaire.

Corollaire 2.3.0.2. Soit ¢: M x [0, T[ — R"*! un flot de la courbure moyenne. Si po(M) < B (xo, R) alors
pour tout t € [0, T, p (M) c B (xo, VRZ - Zm‘).
En particulier tout flot d’'une variété compacte développe une singularité en temps fini et on a la majoration,

(diamRnH M) 2
2n

Tmax <

Démonstration. Pour R > 0 assez grand, on a ¢g(M) < B (xp, R) et dist(¢o(M),S" (x9, R) > 0.
Or on sait d’apres le sous-partie (2.2.3), que sous I'action du flot de la courbure moyenne I'évolution de la
spheére au temps ¢ est S” (xo, VR2-2n t).
Et donc d’apres le principe de comparaison comme dist(¢o(M),S” (xo,R) > 0 on a pour tout ¢ € [0, T,
dist ((pt(M), Sn (xo, VRZ-2n t)) > 0. En particulier on en déduit que ¢;(M) c B (xo, VRZ-2n t).
Ainsi on a la majoration suivante pour Tax,
RZ
Tmax < —-
max 2]’1
Or pour tout € > 0, on peut appliquer ce raisonnement avec R = diamgn+1 M + €, ce qui nous donne la majo-
ration voulue pour Tpax. O

Remarque 2.3.2. Du au résultat précédent on peut penser que le flot arréte d’exister partout en méme temps
sur la variété mais cela est faux. En effet, ce n'est pas vrai si on prend pour M une variété qui a la forme d’'un
pois de musculation comme sur cette image provenant de [6)].

ki

1-4

- Ll
Cane 127,

Hyparboleid ::3.”

FIGURE 1 — Contre-exemple

Ainsi si les boules on un rayon assez grand par rapport au centre celui va se contracter sur lui méme avant que
les spheres se contractent en 1 point. Pour plus de détails on peut aller voire la proposition 3.7 dans le livre de
Klauss Ecker [6] ou on peut aller voire l'article [7] Angenent, Sigurd B qui propose une autre preuve du méme
phénomene. Cela justifie la nécessité de comprendre ou se forment les singularités et nous commencerons
légeérement se travail dans la derniere sous-partie.

La derniere proposition que I'on va montrer c’est que si ¢ est un plongement alors au cours du temps ¢,
reste un plongement.
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Proposition 2.3.1. Un plongement reste un plongement
Soitg: Mx[0, T[ — R"™! un flot de la courbure moyenne. Si @, est un plongement alors ¢, est un plongement
pour tout t € [0, T[.

Démonstration. On pose :
o/ ={t€[0,T[| @5 estun plongement pour tout s € [0, 7]}

On va montrer que «f est non vide, ouvert, fermé et par connexité on aura «f = [0, T'[.
of est non vide, en effet 0 € of.

o/ est ouvert.
D’apres le lemme (1.1.3) de la premiére partie, on sait que pour tout ¢ € of fixé, il existe un voisinage V de ¢
tel que pour tout s € V, ¢, soit un plongement, donc V c &, ainsi o est ouvert.

of est un fermé
Comme «f est non vide, ouvert, contenant 0 on sait qu’il est de la forme [0, fy[ ol fy € 10, T']. Il nous suffit
donc de montrer que t, = T, par 'absurde on suppose fy < T, et on pose :

W ={(p,q) € Mx M| @(p,to) = p(q,t,) et p # q}.

Par hypothese W estnonvideet WNnA=g ouA={(p,p) | pe M}.

Montrons maintenant que W est fermé, soit (p, q) € W et une suite (py, qn) € W tel que (pn, gn) — (P, q),
par continuité de ¢ on a ¢(p, to) = p(q, tp). Il nous reste a montrer que p # ¢, par 'absurde supposons que
p=4q.

Soit (V, W) une carte au voisinage de p € M alors pour n assez grand p,, g, € V donc on peut poser :

Y(pn) —Y(qn) n
”\I](pn) - W¥(qgn) ”

n:

Ainsi quitte a considérer une sous-suite que ’on continue de noter v, il existe v € S” tel que v, — v, alors :

N . (p( ,t )—(,0( »t)
dwp) (¢7,0%7") (@) = lim ||$'lp:)-wzii)|f i

Or ¢, est une immersion donc dy(p) (¢, o ¥~1) est injective, on a donc une absurdité, p # g. On a donc
montré que W est fermé donc compact car M x M est compacte.

Comme W est fermé et W N A = @, on peut donc trouver un ouvert Q tel que,
WcQcQcMxM\A

En particulier Q est un ouvert contenant W, et 0Q est compacte.
On va encore utiliser le principe du maximum, avec la fonction,

u: QAxJ0,5f — R
pan — |opn-eqo|

qui est C*. Maintenant montrons qu’elle vérifie les hypotheses du principe du maximum (2.3.1).
Pour (p, g, 1) € 0Q2 x 0, ty[, ¢+ est un plongement donc u(p, g, t) > 0 de plus par continuité de p ona:

ulp,q,t) — u(p,q, t).
t—1

Or (p,q) ¢ WU A donc u(p, g, tp) > 0. Ainsi par compacité de 9Q, Q est un domaine régulier, il existe o > 0
tel que u > o sur 0Q x 10, f|.
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Or pour tout (p,q) € W, u(p, g, t) t—; u(p, g, to) = 0 ainsi comme ¢ est C* et W compacte, il existe #; €10, fp[
-l

tel que :
Vieln, wl, Yip,g)eW, ulpq,t)<o.

Donc sur |13, tp[, u atteint son minimum dans W qui est compacte, on peut donc appliquer le principe du
maximum a u: Q x1f, to[ — R.
Ainsi upin: 141, tol — R est localement lipschitzienne, presque partout différentiable et pour presque tout

telt, hl,ona:
dumin

dt
ol (po, qo) réalise le minimum, mais comme on I'a vu dans la preuve du principe de comparaison (2.3.2),
ona:

(t)_a—u( f)
- at_ PO,(JO; ’

au( H20
ot Po, 4o, =Vu.

Or pour t € ]ty, tyl, Umin () > 0 et umin (f) =0, ce qui est absurde, ainsi on a bien ) = T. O

3 Flot de la courbure moyenne défini sur un intervalle de temps maximal

Dans cette partie I'objectif va étre d’étudier le comportement de la seconde forme fondamentale lorsque
le flot est défini sur son intervalle de temps maximal. Mais tout d’abord I'objectif va étre de calculer les
équations d’évolutions des différentes quantités géométriques.

3.1 Equations d’évolution des quantités géométriques

Le but de cette partie va étre de calculer les équations d’évolutions des différentes quantités géométriques.
On commence par la premiére forme fondamentale.

Lemme 3.1.1. Dans des coordonnées on a :

0gij
a—;’ = —2Hh;; 3.1.1)
ij -
987 _ il (3.1.2)
ot

Démonstration. On commence par montrer|3.1.1, ona:

08i _2<0_<P 0_<P>
ot 0t \oxi’ oxi

(200,00 (8 0 a0,

dxi at” axJ oxi’ dxJ ot

:i<"_"’ a_¢>+i<a_‘l’ 5_‘/)>_2<"_‘P 62_‘P>
dxi \ 0t dx/ dxJ \axi’ ot ot dxidxi

or %2 :Hvdonc<a(f,6—¢;> =H<v o9 > =0, ainsi:
X

91’9 » 9xF
08ij _ —2H<v, g > = —2Hh;;.
ot oxtox/

Pour montrer|3.1.2} on utilise que : .

gikg" = &7,
donc

0:8ikg" +0:8" gir = 0.
Ainsi
018" = -g"0,81:8",

donc

0,8 =2Hg!" h;g* =2HRY.
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On peut maintenant calculer 'équation d’évolution du vecteur normal.

Lemme 3.1.2. Dérivée temporelle du vecteur normal :
d,v=-VH (3.1.3)
Y _ gij0H 99
ouVH=g" 3575

Démonstration. Tout d’abord, on sait que :
1 1
Orv,v) = 56,:(0/, V) = Eat(l) =0,

op o9

n+l1 P _ rj o9 v .
3aTr-++ axr V) estune base de R"™7, on peut écrire 0;v = f/ 5 + f*v, etona:

De plus comme (

0 .
<6tv,i>:gijff et (d,v,v)=f"=0.

0x!
donc,
J = gl il
fi=gi{om3%)
0 0?
=& o (0 55 ))- ()
ox! 0tox’
o2
"oxiot
or
o) 0 0H ov
- =—(HV)=—Vv+H—
oxJot 0dx! o0x! 0x!
—~
1lv
d’ o,
0H 0
0yv=-— ’]—.—(R =—-VH car {(v,v)=1.
0x' 0xJ
O
On calcule I'équation vérifiée par les symboles de Christoffel.
Lemme 3.1.3. Equation d’évolution des symboles de Christoffel :
- Tj = ~hViH-hiVeH + hjrg!'V H - H(vjh;c +Vihi —g’lVlh]-k) 3.1.4)
Soit avec la convention d’'écriture d’'Hamilton :
o .
5F3k=VH*A+H*VA=VA*A (3.1.5)

Démonstration. On sait que :

Fi'k:lg” igkl'i'ig]l_ig]k)'
Jjk 2 0x/ oxk 0x!
Donc,
at 7k 2 oxJ ot dxk ot ox! ot 20t oxJ axk ox!

1 .
258” (Vi0:ki+Vi©0:8)j1—Vi(0:8) jk)
1 .
+ zgll (6[gkzrjl +6tgzll“7k+6[gjzril +6[ngF7k _atgjzril _atgkzrjl)

1 .
- Eg”atgszg“ (08K +0kgj1—018jk)
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En effet 0,g'! = —g7%0,g,,8% et:

0 0
V;(0:8)(0,0)) = Py (0:8k1) —0:8(Vj0k,0;) — 0,80k, V;0)) = gy (0:8k1) — 17501821 —T5,0:8kz

De plus on utilise le fait que g, ll";?}c =08k +0kgj1 — 0,8 et en simplifiant les sommes on obtient :

o, 1, . .
5 Uik =58" (V0@ + Vi(0:8)j1 = V1(0:8)ju) + 8018215~ §7°018528™ gmiT

1 . . .
Zggll (Vi0r@ki+Vi0:8)j1—Vi(0:8) ji) + gllatgzlrjk — 8018251

1 .
=§gll (ViO:@ki+Vi0:8)j1—V1(0:8) k).

Or on saitque d,g = -2HA, donc:

%F;ik =g (Vj(HA) i + Vi (HA) j; -V (HA) )
=—g" Vi H-g"nj;ViH+g" hjxViH - g  HV jhyy — g HV hj - ' HV hj
== hiV H = RV H+ gV H = H(Vj i+ Vicht - g1V
“VH* A+ H*VA
=VAx A.
O

On peut maintenant s’'intéresser a la second forme fondamentale mais pour ¢a on rappelle I'identité de
Simon que 'on a montrée dans la partie précédente (B.3.1).

Théoreme 3.1.1. Identité de Simon
AA=V’H+ HA*>-|A? A (3.1.6)

LAIAP = g(A,V2H) + VAP + HTrace(4%) - | Al* 3
3 =g(A, ) +|VA|I” + HTrace(A”) — | Al 3.1.7)
On peut donc démontrer I’équation d’évolution vérifiée par A.

Théoreéme 3.1.2. Dans des coordonnées :

0:hij=Ah;j —2Hh§j +|Al hy; (3.1.8)
0H )
— =AH+|A"H (3.1.9)
ot
0|A?
'at' =A|AP -2|VAP +2|Al* (3.1.10)

Démonstration. On commence par montrer I'équation vérifiée par A (3.1.8), pour ca on sait que dans des

coordonnées :
0 %
Oth;i=— ,———
AN Y (<V 0xtox/ >)

_<0_V 02_<P>+<V 03_<P>
-\ ot dxiaxi " 0toxioxi

Or on sait que :

a3t 02 (O(p) 02
T T = T || = n : (HV) )
0tox'ox] odx'oxJ \ ot 0xtox/
ot 0 0H 0
\4 Is s
—=-VH=-g"%——,
31 & oxl oxs
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Ainsi,

0H op 0%*¢ 0?
1] = — lS__
Ochij = < & x! 0xS’ dxiax] > * <V' 0xiox/ (Hv)>.

On calcule chaque terme de la somme séparément, pour le premier terme :

O0H 0(,0 62(/) OH -
P K s R
< & 0x! 8x8’ dxioxi > g Ox Al <V 6](P’as(p>

0H 0H
= ISF <V§:I(p6j<p,6s<p> - g“@ (hijv,059)

1sOH
=-g 6—Tk (0, 05)

OH
g gksa r 1]
aHrk

oxk lj*

Et pour le deuxiéme terme:

< g > < 0 (6H ov )>
v, ——— (HV) )=(V,—|—Vv+ H—
0xtox/ ox' \ox/ oxJ
0 (0H 1k 09 )>
=(v, —Hh
<V oxi (Oxl ]lg oxk
_< 0°’H 0H 0ov 0

%
lk lk
S ———Vt ——— — h —H hi
v axlava O0x/ 0x! Ox’( ]l) AL 0xiox k>

= V) + — y TS )T T h -H h; ’ i
ox leJ< VIt o <V 6x’> Ox’( &\ Vg ) T HE i\ v 55w

2
En utilisant notamment que <v, %> =0, < ,;—(’;> =0et <v, %> = h;, on obtient :

0° 0°H Ik
v, ——— (Hv) ) = —— —Hg""hijhj.
< 0xtox/ ( )> Oxtox/ & il
Et en additionnant les deux termes on obtient :

0°H 0H _,
O = 3a0xT ok U
ZVZZ-].H— Hh,-kgklhlj

_yu2 2
_Vin_Hhij
Or I'identité de Simon nous donne que V%j.H =Ah;jj—H hfj +|Al? h;j, ainsi on a le résultat voulue :
ath,‘j = Ahij —2Hh?]~ + |A|2 hij
On prouve maintenant (3.1.9), 'équation vérifiée par H.
o ..
atH=&(gl]hij)
=0:8" hij+ 8" 0:hij
Or on a déja montré que 8,g'/ = 2Hh'/ et que :
Ochij=Vi;H—-Hh,
:V?jH_gl]hijhjlglkhki
=V% H- (8" g hjihii)hij
:vfjH— |AP hjj
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On obtient donc:
0.H=2Hh"h;j+ g V3, H—g'h;j| AP
=AH+ H(2h'Thij - | AP)

Or |A|2 = gijglkhjlhki = hl{gijhjl = hjlh].l = hijhij, doli:

0H 2

— =AH+|AI"H

ot
Il nous reste 2 montrer 'équation vérifiée par |A[? (3.1.10).
Or on sait que |A[? = g”gklhikhjl et on a déja montré que :

3.7 =2HhY et 8,h;j=ViH-|APh;

Ce qui nous donne :

ORI _ 0 ( i
Y, —5(8 8 hikhjz)
=0,8" g " hixhji+ 80,8 " hixhji+ g g¥ o hichj + g7 g* hirdihyy
=2Hhijgklhikhjl+2Hgijhklhikhjl

+g" g  hji (Vi H— AP hiy)

+ g gk hy (V3 H =141 )

Dans le deuxieme terme on échange les indices en i — k et j — [, de méme dans le quatrieme terme on fait
i — j et k — l. Ainsi par symétrie de g et h, on obtient :

a|h|?
ot

=4Hh g" hichj +28" g* (V2 H - AP hix) = 2HRY g¥l hychyy + 2 g¥ i v2 H
Il ne nous reste plus qu’a calculer Trace(A3), en effeton a:
3y _ _il}3
Trace(A”) =g''h7,
=g" hikg " hi; g™ humi
=h'hi g hyj,

et par définition,
ij ki
g(AV*H)=g"g"n; Vi H.

On obtient donc :

d1hf? 2 3
5 =28 (A, V°H)+2HTrace(A)
=A|A%|-2|VAP +2]Al,
ou pour la derniere égalité on a utilisé la seconde identité de Simon (3.1.7), ceci termine cette preuve. O

Maintenant ce qui nous intéresse c’est la variation temporelle de la dérivée covariante d'un tenseur, qui est
donnée par le lemme suivant.

Lemme 3.1.4. Soit T un tenseur,

0 oT
—VT=V—+TxAxVA (3.1.11)
ot ot
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Démonstration. Dans des coordonnées, on a:
T=T""dx"'® ---@dx/*®0; ®---®0;,.
JieJk 1 !

Ainsi, en développant V; T’1 ” , on obtient :

0 0

ip..p _ 11 N7

k
, .9 . i1 i
VT = 0T SzlT(ah,...,v]ah,...,a]k,dx ooy

! X } ,
Y Tl0:,...,0;,dx",...,Vidx",..., dx"]||.
]1 Jk J
s=1

Or par définition, on sait que :
5 =T™
. Vo). = rjjsam,
. i _71h m
. Vidx"t = ijdx ,
Ce qui nous donne,

0 i.i, 0 Bl S o it Lo o hmi)
atv] le...jk ot 0; le..,jk - SZ 1“jjs le..,m...jk + S;lrjmle..,jk
i.. 11 m ] is l1...m...i1
=0;0:T;" Z atr]h gt Z atr]m P
k
Z a Tll ll ¥ Z I—wlS at ll...m.‘.ll
— Jiem..jk
1.0 l i M0
=V;0, T Z(A*VA) {"ngmjk+Z(A*VA) g

jm ] ]k

O, dans la dernieére égalité, on utilise la relation pour la dérivée temporelle des symboles de Christof-
fel, ainsi on obtient bien : 5

vT V0T+T AxVA
J— = _— *k *
ot ot

O

On peut maintenant s’intéresser a 1’évolution de la dérivée covariante k-iéme de la seconde forme fonda-
mental.

Lemme 3.1.5. Pour k =0, en notant V¥ la k-ieme dérivée covariante on a,

0
—vkA=AVFA+ Y VPAxVIAxV A (3.1.12)
ot p+q+r=k
Démonstration. On raisonne par récurrence sur k = 0, pour k =0, on a déja montré que

— 2
athij = Ah,’j—Zth—j +|A| hij
Or hzgj = hikgklhlj =AxAet|A| = gijgklhikhjl =AxA dou:

athij =Ahij+A*A*A
Pour k > 0, on suppose le résultat vrai pour k—1etona:

0 0
a—VkA Vo VETA+ V1A% VA A d’apres[3.1.11
=v[(avFla+ Y VPAxVIAxV A|+VFlAxVAx A
p+q+r=k-1
=vAVFla+ Y
p+q+r=k-1

=VAVF 1A+ Y VP AxVIAxV A
p+q+r=k

V(VPA*VIA+V A)+VE 1A% VA« A
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Lobjectif est d'intervertir V et A. Si on se place dans des coordonnées normales, on a pour un tenseur 7, :

AViT =V;V;V,T
=VijVjT+Vj(A*A* T)

=ViViViT+A* AxVT+VA* AT+ AxVAxT+Ax AxVT

=ViAT+A* AxVT+VAxAxT+AxVAxT

Ainsipour T = Vk_lA, ona:
AVEFA=VAVF 1A+ Ax AxVEA+VA* AxVF 1A+ AxVAxVE 1A

Et on obtient bien le résultat voulu :

0
—vkA=AVFA+ Y VPAxVIAxV A
ot p+q+r=k

O

On peut donc démontrer la derniere équation qui portera elle sur la norme de la dérivée covariante k-ieme

de A.

Lemme 3.1.6. Pour k=0,
0 | gk 4|2 k 4|2 ky 4|2 r .ok
—|vEal =a|VEA[ —2|v(vha[ + X vPARVIARVTAxVEA
ot p+q+r=k

Démonstration. On sait déja avec (3.1.1) et (3.1.2) quel’'ona:

5 o .. -
ag,-jz—ZHhi]:A*A Eg”=2Hh”=A*A

Ainsi pour un tenseur T = T = T

0 @ @0, ®dx/!®---®dx/!, on sait que :

ITI? = g(T,T) = giys, - irs 87 ... glA TH 515

]1...j] 21...2]

donc en utilisant (3.1.14),
0 ; Y,
E |T|2 =285, --- gikskthl .o gﬂZ! a (T]ljjlf) T;l;f +AxAxT*T
0
=28(T, —=T)+A*AxTx*T.
ot
En particulier avec T = VF A, on obtient :
9 |k ka0 ok k k
—|v A| —2g(VFA, ZvkA)+ Ax AxVEARVEA.
ot ot
Maintenant on utilise le résultat précédent (3.1.12) pour %Vk A,

d
&|va|:2g VEAAVFA+ Y VPAxVIAXV A

p+q+r=k
=2g(VFaAVFAl+ Y VPAXVIARV AR VR,
p+qg+r=k

Or dans des coordonnées normales :
Vg (va,va) :2V,-g(Vl- (va) ,VkA)
—2g (v,-v,- (va) ,VkA) +2g (Vi(VkA),Vi(VkA))

=2g (V% (V¥ A),vFA) + g (V:(vF 4), v,(7F 1)

30

+Ax AxVFAxVEA

(3.1.13)

(3.1.14)



donc )
ag(V¥A, vk a) =2g(AvFA, VEA) +2 (V(va)’ .

On a ainsi le résultat voulu,

o 2 2 2
—|vEal =a|VEA[ 2|V + X vPARVIARVTAxVEA
ot p+q+r=k

3.2 Caractérisations des singularités

Maintenant I'objectif va étre d’étudier ce qu'il se passe pour le flot lorsqu’il est défini sur un intervalle de
temps maximal. Notamment comment se comporte la géométrie de ¢ (M) proche de Ty ax.

Mais d’abord remarquons que d’apres la sous-partie précédente on sait que |A|?, vérifie 'équation dévo-

lution suivante (3.1.10) : ,
0|A|

ot

Or on sait que | A|? est une application C*® et, M étant compacte, elle vérifie les hypothéses du principe du
maximum (2.3.1). Ainsi | A|2 ,, est localement lipschitzienne et différentiable pour presque tout ¢ € [0, T|,

=A|A?=2|VAP? +2|A]*.

d|Al;
—TTmax 2|Amax|4-

dt

Or | Al?,,, est strictement positive sur [0, T, car sinon il existe un temps t tel que A = 0 ce qui est absurde
d’apres le lemme On a donc pour presque tout ¢ € [0, T',

)=
de AR )~

Ce qui nous donne pour (t, s) € [0, T,

1

— <2(s—1).
JAG D2 TAG 9120
Ainsi si A(., s) n’est pas borné pour s — T, on obtient donc :
<2(T-1).

2
|AC, D)lax
On vient donc de démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. Soit M une variété compacte de dimension n et : M x [0, T[ — R"*! un flot de la cour-
bure moyenne, alors si | A| n'est pas borné pour s — T, ona:

r’?Ea]éclA(p, n|=

1
V2(T-1

En particulier,
lim max|A(p, t)| = +o00.
t—T peM

On considére maintenant un flot défini sur un intervalle de temps maximal, I'objectif va étre de montrer
que la seconde forme fondamentale ne reste pas bornée pour pouvoir appliquer la proposition. Le raison-
nement se fera par I'absurde, et aura besoin de la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. On suppose A borné sur [0, T| avec T < +oo, alors pour tout k = 0, VX A est borné sur[0, T|.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur k = 0, par hypotheses on sait déja que A est borné. On fixe
donc k = 0 et on suppose que pour tout I < k, V! A soit borné. Or on sait déja par (3.1.13) que :

9

= |VkA|2 —A |VkA|2 —Z‘V(V"A)r + Y VPAVIAxV AxVFA

p+q+r=k

2
<A|lVEA[ 4+ Y VPAxVIAV AxVEA
p+q+r=k

Lobjectif va étre de montrer le fait suivant.

Fait : 1l existe des polyndmes P,Q indépendant du temps tels que :

0 2 2 2

5 )va’ <A |va| +P(|A|,...,’Vk_1A|) )va’ + Q(|A|,..., |Vk_1AD
oll on peut remarquer que |VkA| n’appartient pas aux arguments de P et Q.

En effet dans VP A* VIA V" Ax VKA, comme p+qg+r=ketp,qg,r €N, onadeux cas.
Casl:p=koug=kour=k,onaalors:

’A* AxVEA va’ <CilA* Al ’vava| < G| AP ’va|2.
Cas2:p<k,g<ketr<konaalors:
V745 V9 A5V A% VEA| <Cf [VP A5 V94507 A[|VE 4]
s% |VP A% V94V A + % (va‘z
<Cy|vP AP VI A v A + % )v’“A'Z

Ou Cy, Gy, C}, Cj, C, > 0sont des constantes qui ne dépendent que de la structure algébrique des tenseurs,
donc indépendantes du temps. Ainsi, on a la majoration suivante :

Y VPAVIARV AxVEAS Y [VPARVIASV AxVRA|+3]Ax A VEAVEA
p+q+r=k p+q+r=k
p<k,p<k,r<k

Cl
53C2|A|2’v’“A’2+ y —1‘va|2+ Yy |veaP|vaal|vral
p+q+r=k 2 p+q+r=k
p<k,p<k,r<k p<k,p<k,r<k

)

Ou P et Q sont des polynémes dont les coefficients ne dépendent que des constantes, on a donc ce qu'on
voulait.

sp(|A|,...,(vk—1A|) ’va(z + Q(|A|,..., |Vk‘1A

% )VkA’Z < A|va|2 +P(|A|,...,'Vk_1A|) )VkA’Z +Q(|A|,,_,, |vk—1AD

De plus, on suppose que pour tout / € [0; k— 1], |V; A| est borné, ainsi on peut trouver des constantes C > 0
et D >0 telles que :

P(|A|,...,|vk—1A|)sc
Q(IAI,...,|V’“_1AU <D

Ainsi on a la majoration suivante,

) 2 2 2
&| kA| sA)va) +c|va| +D
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Or |Vk A|2 est une application C® et M étant compacte on peut appliquer le principe du maximum (2.3.2).

Ainsi |Vk A|InaX est localement lipschitzienne, différentiable presque partout, et on a la majoration suivante

pour presque tout £ € [0, T[ :

d 2 2
—’va‘ 5C|VkA’ +D.
dr max

. k a12 .
Par continuité de |V A| may 0N & donc:

2
)va( |v’C
max

! 2
0 +f c|vka|  (9+Dds.
max 0 max
Ce qui nous donne par le lemme de Grénwall,
k 4|2 k4|2 crT
VAl <(|[VFa| @+ DT)e T < +oo (T <+o0).
max max

Ainsi V¥ A est uniformément borné sur [0, TT.

On peut donc s’attaquer au gros théoréme de cette partie.

Théoréme 3.2.1. Soitp: M x [0, T[ — R un flot de la courbure moyenne défini sur un intervalle de temps
maximal alors la seconde forme fondamentale n'est pas borné.

Démonstration. Par 'absurde on suppose A borné sur [0, T'[, ainsi grace a la proposition précédente
pour tout k =0, Vi A est borné sur [0, T'[ et H est borné.

Dans la suite pour k € N, on notera 0* une dérivée partielle d’ordre de k sans préciser les variables de dériva-
tion pour simplifier les notations. De la méme maniére pour VT pour un tenseur, on considéra qu/'il ne sera
évaluer que dans des éléments de la base i.e. (01,...,0,)

Lobjectif va étre de montrer qu'on peut continuer le flot en T. Pour cela il nous faut montrer que la fa-
mille (¢;) converge vers une immersion ¢ et que I'on pourra refaire partir un flot de la courbure moyenne
grace a @7 puis recoller les deux flots en T'.

On commence par étudier le comportement de la famille de métrique |.|¢(;) sur T M qui est donnée par ¢y,
ainsi pour ve T, M :

0gij j
| ot v’y |_ |[Ax A*v*vl| < lAlg(t)w'gm

=0Cy,

‘ loglvl
125 lv|?

lv lg(t) g g(1)

0gij gl!

ot on a utilisé le fait que —;* = A* A donc que 57 v ivJ = Ax A* v+ v, et que A est uniformément borné sur
M x [0, T[ par hypothéses et donc C; ne depend n1 de pnide t.
On en déduit pour s, £ € [0, T'[,
t
=l

—C|l’ sl |U|

d
—log|vl?

ul<Clt—sl.
P 2| |

| lv]? (0
gu)

7

Ce qui nous donne,

S (3.2.1)

gls) = g(s) -

Ainsi les normes |.| g etllg(s) sont équivalentes uniformément sur M.

De plus soit v € T, M et (s,) € [0, T[ telle que s, — T, par (3.2.1), [vlg(s,) est une suite de Cauchy donc
converge vers un réel noté |v|r. Or pour ¢ € [0, T[, comme pour tout n € N,

—Clt—syl 2 C\t Spl —Clt-sy| 2 Clt—syl 2
e Vs < 1Vl5 Vi, et e W <V, <e [Vl
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Ce qui nous donne en faisant tendre 7 vers l'infini,

—Clt-T 2 —Ct T Clt-T
e | ||l)| | ||1}| | ||V|

2 Clt—=T 2 2
<l < Mol <lvlf=<e

et

g = g

Ainsi |.| 7 définit une norme équivalente uniformément sur M a |.|¢(5, de plus I'identité du parallélogramme,

280w, u) = lu+viG ) —ul ) — vl

g g

passe a la limite, la convergence de |.| g — |7 étant uniforme sur T M.

Ainsi || vient d'une métrique g7 qui est symétrique définie positive (par équivalence des normes) et est
uniformément équivalente a |.| 0

En particulier pour estimer la norme des tenseurs on peut utiliser la métrique que 1'on veut car elles sont
toutes uniformément équivalentes.

Maintenant on veut montrer que gr provient d'une immersion C*, ¢r, et que ¢; — @7 pour la conver-
gence C™. Pour cela, on va devoir borner uniformément en ¢, ¢; et ses dérivées spatiales, et pour cela il

nous faut nous intéresser au dérivées spatiales de la seconde forme fondamentale et de la métrique.

On se place dans des coordonnées et on commence par regarder I’évolution des symboles de Christoffel,
en sachant que atl"’C =VAxA,pourtel0,T]:
L)+ f

< rfj(0)|+f IVA* Aldu
0

|r (r)) £w)|d

<C3+C4T

ol Cs, C4 sont des constantes ne dépendant que de ¢y. En particulier Ffj est borné uniformément en t.

Ainsi soit S un tenseur qui s’écrit dans les coordonnées S = Sl1 ”‘6,1 ®---®0; ®dx/! ®---®dx/!, on peut
borner I'écart entre 0;S et V;S en effet :

Koo
lg I1...M...1
Zr i erjmsjl...jz

<GCs5|S| (3.2.2)

MARINE

Ainsi pour tout tenseur S tel que S et VS sont bornés uniformément sur [0, T'[ alors S borné uniformément
sur [0, T'[.
Lobjectif va étre de montrer que cela se généralise pour les dérivées d’ordres supérieures. Il nous faut donc
borner les dérivées spatiales des symboles de Christoffel.
On sait que V2 A est borné, or :

Vi A=V (V;(A)-TFVnA

Or V2 A étant borné, Ff i borné et VA borné, on en déduit que V(V(A)) est borné, ainsi d’apres li 0(VA)
est borné, de méme 0 A est borné et 0g borné car Vg =0. Ainsion a:

t
jor¥; 0| < |or¥; @ +[ 10(A % V.A) du
0

IA

t
or};(0) +f |0A* VA +|Ax0g + VA|+|A*d(VA)du
0

t
<|orf; +c1f |0AI VAl +1Al|0g|IVAI+|Al0(VA) | du
0
= (T < +4o00)

On peut maintenant s’attaquer a montrer le fait suivant par récurrence, ol pour un tenseur S on note
t=V(..(VS).
——
k fois
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Fait : Pour tout k > 0, 8*T est borné et pour tout tenseur S tel que VS soit borné pour tout i € N, alors S, et
0% S sont bornés.

On raisonne par récurrence forte sur k € N, et on commence par calculer 'écart entre VES et V(... (V S)) = S

k fois
que I'on notera S. Dans les calculs, nous omettrons certains indices par souci de clarté. Ce qui nous inté-

resse c’est la forme du tenseur plus que son expression exacte. On sait déja que d’apres le lemme (A.3.4) ou
on a calculé VXS qu’en ne notant pas les indices sur les symboles de Christoffel

k
vks=v(vkls)- Y rvkls
j=1
ce qui nous donne par récurrence,

k
_ k-1-i _ _ k-1-i
VES=V(..(VS)) E V(.. (V(E rv S))) Sk E (E: v S)

k fois i=0 i fois J

i

Or par hypothese de récurrence pour j < k, on sait que 8/T et (Vk - ’S) sont bornés. Et par hypotheses
VXS borné donc Sy est borné.

Or d’apres (3.2.2), on a:
1Sk —0(Sk-1)| = CSg—1

Mais on sait que,

0(Sk_1) =0 (V(Sk_2) — 0(Sk_2)) +0*(Sk_2)

=0 (Y T™(Sk-2)"m... = 2 L (Sk=2)™) + 0% (Sk—2)
k-2

:Za(ZFT(sk_Z_i)::: Zr (Sg_pi) ™ )+6k5

Par hypotheses de récurrence, |Sy—1| < D;,ona:

k-2
Sk_ Za(zrm(sk—Z—l) ZF (Sk 2— z) .... ) OkS SDZ
i=0

Les termes sont tous bornés en effet :
. S borné,
. 0(Sk—2-i) borné car Sy_,_; estborné et V(Sx_,_;) = Sx_1-; est borné par hypotheses de récurrence,
. 0T est borné,
Ainsi 0% S est borné.
On peut appliquer ce résultat 2 A, g et VA ainsi XA, 0Fg et XV A sont bornés et par hypothéses de récur-
rence si i < k, on sait déja que 8' A, 8’ g et 3V A son bornés. On peut donc en déduire que :

’a’“ (t)‘ (ak (0)( fT’()k(A*VA)‘du
<|o*rk;o|+ f |07 A% 39g %" (VA)| du
0 ptg+r=k

<Ds

Ainsi on a montré le résultat voulu.
Ce que I'on retient, c’est que pour tout k € N, 8% A et 8% g sont uniformément bornés sur [0, T'[.

On peut maintenant s'intéresser au comportent de ¢, pour t — T.
Par compacité de M, on peut inclure ¢(M) dans une boule de rayon donné R, et par le corollaire (2.3.0.1),
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on sait que (M) reste dans B (0, R) on peut donc borner uniformément ¢ sur M x [0, T'[.
De plus on sait que H est uniformément borné sur M x [0, T[ donc pour pe M, s,t€ [0, T,

du

o
Hwnﬂ—Wn9H4£Héﬁnw

=

t
f |H(p, u)|du
S

<Clt-s], (3.2.3)

ol C > 0 est une constante ne dépendant ni de p ni de t.
Ainsi soit p € M et (s,) € [0, T telle que s, — T, alors la suite (¢(p, s,)) est de Cauchy, par (3.2.1) donc
converge vers un vecteur noté ¢ (p). Or la convergence étant uniforme en p, ¢ est continue. De plus par

passage ala limite dans (3.2.1), ona:
lop, 0 -@r(p)| <CIT-1.

Ainsi ¢y .7 pour la norme C*.
—

On va maintenant s’intéresser aux dérivées partielles spatiales de ¢ dans des coordonnées. Notons qu'on
peut recouvrir M par un nombre fini de systéme de coordonnée car M est compacte.
Dans des coordonnées, pour la premieres dérivées spatiales on a :

0

ox?

9

<elT|—
ox?

g(1)

=e“"oipo]*  par BZ.

g(0)

loigc|* =

Ainsi 0;¢ est uniformément borné sur M x [0, T[.
On rappelle qu'on a déja montré que :

?p=Tdp+Av et Ov=Axdp.
On fixe k <2 et on va raisonner par récurrence, on a :
|#*0] =|0**rap -+ av)]
k=2 (k -2

>

i=0

kezmiv aivl, L [k =2) komi A
0 ro g+ Z . |0 Ad'v
i=o\ !

Or|vl=1, dlv=9""1 (A * 6(,0) et on sait déja que I'on peut borner uniformément 0k—271T et k=271 A, Ainsi
on peut trouver des constantes C1, Cp, C3 > 0 telles que :

kol < 52541 551 «
T T s o
i=0 i=1
k-1 k-2
S(h,}: Haiq4)+-Cb 2:
i=1 i=1

Y 0PAx09gx0"M

p+q+r=i-1

+C3

Or 0” A et 87g étantbornés, on peut trouver D; > 0 une constante telle que 0P Ax87g 8" || < Dy 0" 9|,
ainsi:

k=1, . k-2i-1
oo <c Y oo+ i X 3 oo +
i=1 i=1r=0

k-1
<Cy z:|
i=1

6i<p|| +C3
Ainsi par récurrence pour tout k, 8¢ est uniformément borné sur M x [0, T'[.

On a de plus,

Joto] = Jo- ] -

k (K ) )
Y| |05 H o
i=0\!
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oi1 D > 0 est une constante. En effet 3/ A et /g étant bornés, 3~/ H est borné et comme /¢ est borné
pour tout j, en raisonnant comme précédemment on montre que 6‘v est borné. Ce qui nous donne pour

0<ts<T:
t
)

Ainsi pour k€N, I1,..., Il € [1; n] fixé, en appliquant le méme raisonnement que précédemment on peut
trouver (prl , une fonction continue telle que :

Hqu)(p, t)—@k(p(p, s)“ < atak(p(p, u) Hdu <D|t-s]. (3.2.4)

k k
all,...,lk‘pf P11 PoUr lanorme ||.lloo
. . . k _ k
Ainsi op sait que' QT est C?°°, que all,...,lk(pT =@ry g, et donc q1.1e oy — @ pour la conv.ergence C®.
Pour faire repartir le flot, il nous reste a montrer que ¢t est une immersion et que la métrique gr est donnée
par ¢7. Soit pe M et (x',...,x") des coordonnées, alors :

[ 99: 6<pt> <6<pT 6<pT>
gt(el’e])_<0xi'6xf t—T \ dx! 0x/

Par unicité de la limite,

opr a(PT>
oxt’ oxJ

grlej,ej) = < e
En particulier si v € T, M et v # 0 alors,

(dppr (), dpr(v)) = gr(v,v) >0,

donc d, @7 est injectif ainsi ¢ 7 est bien une immersion.

Par le théoreme d’existence et d'unicité [2.1.1} on peut démarrer le flot avec pour condition initiale I'im-
mersion 7, ainsi il existe € >0 et ¥: M x [T, T + €] — R’**! I'unique flot de la courbure moyenne tel que
er=Y(,T).
On peut étendre ¢: M x [0, T + [ — R"*! grace 3 ¥ sur [T, T +¢.
Il nous faut juste montrer que ¢ est C* en T, on a déja que ¢; 9T de maniere C* et donc les quan-
tités géométriques sont continues en 7. Or les dérivées temporelles de ¢ ne dépendent que des quantités
géométriques, en effet :

0:p=Hv,

Or on connait les équations d’évolutions de g, A, H, v et comme ¢; —} @7 de maniere C*™ les quantités
—

géométriques et toute leurs dérivées sont continues en T. Donc les dérivées croisées de ¢ sont continues
en T, ainsi ¢ est bien C* en T. De plus ¢ vérifie clairement d,¢ = Hv, on a donc un flot de la courbure
moyenne défini sur un intervalle de temps plus grand ce qui contredit la maximalité de T. O

Ce théoréme justifie que tout flot de la courbure moyenne d'une variété compacte posseéde une singularité
de type [ ou de type I, dont la définition est la suivante.

Définition 3.2.1. Soit T le temps maximal d’existence du flot, on a 2 cas.
Il existe une constante C > 1 tel que

C
Vtel0, T[, max|A(p )| < —,
p€M| p | 2(T—-1)

alors le flot développe en T une singularité de type I.
Sinon
limsupmax|A(p, t)| VT —-t=+o00,
t—T PEM

alors le flot développe en T une singularité de type II.

Si on distingue ces deux types de singularité c’est que leurs études sont différentes, pour voir plus de résultat
sur leur étude on peut se réferrer au livre de Carlo Montegazza [2] ot il fait un tour d’horizons des résultats
connu et celui de Klauss Ecker [6].
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Nous allons maintenant introduire les notions fondamentales de la géométrie riemannienne. Pour cela
nous nous baserons sur les notes de cours de Olivier Druet [8], celle de Marc Troyanov [9]. On utilisera aussi
le livre The Geometry of Physics de Theodore Frankel [10] et le deuxieme chapitre du livre de Ben Andrews
et Christopher Hopper sur le flot de Ricci [11].

A Notion de géométrie riemannienne

Sauf mention contraire par la suite on considére une variété différentielle M qui est compacte. On sait que si
on considere des coordonnées (x!,...,x") sur un ouvert U de M alors pour tout point p € M le plan tangent
est donné par

T M—Vect(i i)
P axl’ " axn )’

De plus on suppose connue la notion de sous-variété, de champ de vecteurs et de 1-formes différentielle.
En particulier par la suite on utilisera plusieurs fois que I'on peut considérer les champs de vecteurs comme
des dérivations sur les fonctions C*(M).

A.1 Champ de Tenseurs

On introduit maintenant la notion de champ de tenseurs qui nous sera trés utile par la suite. On commence
par rappeler la définition d'un champ de vecteurs sur M et de champ de 1-formes différentielle.

Définition A.1.1. Champ de vecteurs
Un champ de vecteurs est une application C*°, X: M — T M telle que:

VpeM, X(p)eT,M.

Et dans un systeme de coordonnées (x,...,x™) on écrira X = X'-2.. Par la suite on notera 'ensemble des

oxt”
champs de vecteursT'(M).

Définition A.1.2. I-forme différentielle
Une 1-forme est une application C*°, w: M — T* M telle que :

VpeM, w(p) ET;M

Et dans un systéme de coordonnées (x',...,x") on écrira w = j dx/. Par la suite on notera l'ensemble des
1-formesT* (M).

On peut maintenant introduire la notion de champ de tenseurs.

Définition A.1.3. Champ de tenseurs
Un champ de tenseurs k-fois covariant et l-fois contravariant est une application

T: (M) x - x T(M) x I* (M) x..I"* (M) — C®(M),

k fois 1 fois

qui est C®°(M)-multilinéaire. On note TensfC (M) le C*®(M)-module formé par ces tenseurs.
Dans le cas ott k =0 et | = 0 on identifie Tensg (M) =C*®(M).

Par la suite nous désignerons souvent les champs de tenseurs par simplement le terme tenseur méme si
c’est un abus de langage.

D’apres la définition lorsque qu’on évalue un tenseurs en des champs de vecteurs on obtient une fonc-

tion C* que l'on peut évaluer en un point p. L'objectif de la proposition suivante est de montrer que la
valeur de cette fonction en p ne dépend que de la valeur des champs de vecteurs et de 1-formes en p.
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Proposition A.1.1. Localisation des tenseurs
Soient pe M, T € TensgC (M), X1,..., X, Y1,..., Y € T(M) et wy,...,05,Y1,...,¥; € T*(M). Supposons que
Xi(p)=Yi(p)pourl<i<ketw;j(p)=vy;(p) pourl < j=<lonaalors

T(X1,.0, Xy 01,0, 0) (P) =T (Y1,.., Y, W1, ..., 1) (P)
Pour la preuve on utilise le lemme suivant.

Lemme A.1.1. Soientpe M, T € TensfC (M), X1,...,Xx € T(M) et wy,...,w; € T*(M). Supposons qu'il existe
i€[1; k] tel que X;(p) = O alors
T(Xy,..., Xk, 01,...,07) (p) =0.

De méme si il existe j € [1; 1] tels que w ;(p) = 0 alors
TX1,..., Xp,01,...,07) (p) =0.

Démonstration. On s’intéresse d’abord au cas ou il existe i € [1; k] tel que X;(p) = 0. Dans l'autre cas la
preuve est identique.

On suppose que i = 1, dans les autres cas la preuve est identique, et on note U un voisinage ouvert de p ou
on a un systeme de coordonnées (x',..., x™), ainsi sur U on peut noter X; = XI"%. Or comme X;(p) =0on
apourtoutl <i=<n, Xf(p) =0.

On introduit f € C®(M) tel que

. supp(f) c U,
. f(p=1. )
On peut ainsi introduire Xi= X I e C®(M) et % =f 6%,- € I'(M) et en particulier
. 0
2 _ i
f X1 =X @

Ainsi ce qui nous donne
T(X1,..., Xk, 01,...,0) (p) =f2(P)T (X1,..., Xp, 01,...,0)) (p)

=T(f*Xy,..., X, 01,...,0;) (p) par C*®°(M)-linéarité

=X'(p»T aixi,...,Xk,wl,...,wl (»

=0,
d’ot le résultat. O
On peut passer a la preuve de la proposition (A.1.1).
Démonstration. 1l est claire par multilinéarité et le lemme que I'on vient de montrer que

T(X1,...Xpwi,...,0)(p)=T M1, Xp,..., X, 01,...,07) (p).
On pose maintenant S € Tensfc_1 (M) définit comme
S(Zar- s Zi x1r- o X1) = T (Y1, Z2s o, Zio X100 X1) -
Ainsi d’apres le méme lemme
S(Xo,..., X, w1,...,01) (p) =S(Ys,..., Xk, w1,...,07) (p),

ce qui donne
T(Xl,...,Xk,(U],...,U)[) (p) = T(Yl) Y2,X3...,Xk,(1)1,...,(1)l) (p)

Ainsi par récurrence et en utilisant aussi le lemme (A.1.1) pour les variables contravariante on obtient bien
que
T(X1,0, Xy 01,0, 0) (P) =T (V1,.., Y, W1, ..., w1) (D).

40



Une des conséquences de cette proposition c’est que I'on peut restreindre un tenseur a un ouvert U de M
sur lequel on un systémes de coordonnées et donc on introduit la notion de coefficients d'un tenseur.

Définition A.1.4. Coefficients d'un tenseurs
Soient T € Tensgc (M) et U un ouvert de M out on a un systemes de coordonnées (x',...,x™), alors dans ce
systemes de coordonnées on définit les coefficients de T dans ce systemes de coordonnées les applications C*™

données par

heell _ i i dx™,... dx"|.
JreJk aley )axjkv ) )

On peut aussi maintenant définir la localisation d'un tenseur en un point p de M.

Définition A.1.5. Soient T € TensgC (M) et p € M on définit le localisé de T en p, l'application R-linéaire

Tp: TpMX--~><TpM><T;M><...T;M—»IR,

k fois 1 fois

tel que pour X,..., X €Ty M et wy,...,w; (—:T;‘)M, on choisit des extensionle,...,Xk eI'(M) et @y,...,0; €
I'* (M) et on pose
Ty (Xy,..., X, 01,...,0) =T (X,..., Xp, @1,-..,@1) (p).

La derniére proposition nous assure de la bonne définition de T).

Une propriétés importante, qui est une conséquence de la proposition de localisation des tenseurs, c’est
que I'on peut canoniquement identifier Tens(l’ (M) et Tens(l) (M)aT* (M) etT'(M).

Proposition A.1.2. [l existe des isomorphisme canoniques de C*° (M) -modules
[*(M)=Tens) (M) et T(M)=Tensy(M).

Démonstration. On montre d’abord I'* (M) = Tens(l) (M), en effet pour tout w € I'* (M) on peut définir 'ap-
plication linéaire I'(M) — C*°(M) par
(X)) (p) = wp (Xp).

Et la proposition ll nous dit que réciproquement tout tenseurs T € Tens(l) (M) définit un champ de 1-
formes.
On montre la deuxieme égalité I'(M) = Tens(l) (M). Pour X € I'(M), on définit le tenseur Tx € Tensé (M) par

Tx (@) = w(X).

Etinversementsi T € Tens(l) (M), on définit localement un champ de vecteurs par
.0
X= T(dx’)—.,
ox?
etil est claireque Tx = T. O

On peut généraliser le lemme suivant.

Proposition A.1.3. On a une identification naturelle entre les champs de tenseurs de type 1-fois contravariant
et k-fois contravariant (i.e. Tens}C (M)) et les applications C*° (M) -multilinéaires du type

T: I(M) x - x (M) — T'(M).
*

Démonstration. Si T est une application C*(M)-multilinéaires alors on pose le tenseurs

T: T(M)x---xT(M)xT*(M) — C®(M)
X, Xpw — o(TX,..., X))

Et inversement si T € Tensi(M) est un tenseur pour tout Xj,..., X € '(M), T (Xy,..., Xk,.) € Tens(l) M) =
I'(M) par le lemme précédent. O
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On introduit maintenant la notion de produit tensoriel.

Définition A.1.6. Produit tensoriel
Soient T € TensfC (M) etSe Tensz, (M) on définit un nouveau champ de tenseurs T ® S € Tensfcfrl,;, (M) par la
formule

T® S(Xl,...,Xk+kr,w1,...,wl+l/) = T(Xl,...,Xk,a)l,...,(Ul) S(Xk+1,...,Xk:,w1+1,...,wlr).
Cette opération est clairement C*° (M) -bilinéaire.

De maniere générale on peut écrire tout les tenseurs sous cette forme, au moins localement grace a la pro-
position suivante.

Proposition A.1.4. Soit T € TensfC (M) et U un ouvert de M oii on a un systémes de coordonnées (xl, L, xM,

surU ona
foiy 4o o 0 0
T=T''dx'® ---®dx/f® —®:--® —,
J1--Jk Oxh Oxi

N 3 Rl i i
olt Tj1-~-jk = T(_axh’“"_axfk’dx ,..,dx )

Démonstration. On utilise simplement la C*°(M)-multilinéarité et le faite que I'* (M) = Tens(l) M)yetT'(M) =
Tens(l) (M). O

Ainsi on considérera par la suite que

Tensfc(M):I(M)®---®T(M)®I*(M)®---®F*(Ml.

k l

Maintenant que I'on peut exprimer les champs de tenseurs dans un systémes de coordonnées et que les
tenseurs ne dépendent pas d'un systéme de coordonnées, les coefficients vérifient des équations de chan-
gement de coordonnées données par le lemme suivant.

Lemme A.1.2. Soit (x',...,x™) et (y',...,y") deux systémes de coordonnées tel que un champ de tenseurs
Te€ TensgC (M) sécrit

o 9 )
T=T""dx''® - 9dx/*® —®:--® —
Ju-Jk oxh ox!
et
T=T7""dyg...dy’* ® 9 ® ® 9
= £81...8k y y ayml aymly
on a alors

Tm1~-~ml _ llll ale ax]k ayml ayml
S1. Sk T ]1]k aysl [ 0y5k axll e 6xll

Démonstration. On utilise la multilinéarité du produit tensoriel et les relations

. ox/ o oy™ o
dof =2 dxs et =22
o0ys oxt  Oox! ay™m

O

Remarque A.1.1. Pour définir un tenseur on peut aussi se donner une collection de fonction C*, Tlll’i dans
chaque systéeme de coordonnées qui vérifient les équations de changement de base. Cela nous définit globale-
ment un champ de tenseurs.

A.2 Meétrique Riemannienne

La notion fondamentale est celle de métrique riemannienne, I’objectif est d’avoir une application qui nous
donne pour tout point p un produit scalaire sur 'espace tangent en p.
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A.2.1 Métrique sur les champs de vecteurs

Définition A.2.1. Métrique riemannienne

Une métrique riemannienne g sur une variété M est un champ de tenseurs deux fois covariant, i.e. g € Tensg (M),
sur M tel que pour tout p € M, g, est un produit scalaire surT, M. Le couple (M, g) est alors appelé une variété
riemannienne.

Remarque A.2.1. Remarquons que :
. Pour p € M, gy, est un produit scalaire surT, M et notera |.|g la norme associée.
. Comme g est un tenseur si on considere un systétme de coordonnées (x',...,x") sur U c M alors les
coefficients de g nous définissent des applications

gl-]-: U — R

p — gp(%'%)

’

qui sont C*.

. De plus la matrice définie pour p € U, par (gi;(p)) est syméirique, définie positive car gy est un

1<i,j<n
produit scalaire. En particulier elle est inversible et on note son inverse la matrice (g7 (p)) 1<i,j<n dont

les coefficients définissent un champ de tenseurs deux fois contravariant, i.e € Tens(z) (M).
On peut maintenant donner quelques exemples de métriques sur des variétés connues.

Exemple A.2.1. On donne deux exemples :

. Sion considereR", pour tout x € R", on aT,R" = R" on peut simplement prendre comme l'application
qui en tout point nous donne le produit scalaire canonique.

. Si on note H = {x e R" | x, >0}, le demi-plan on peut prendre comme métrique l'application qui a
tout point x € H associe sur T, H le produit scalaire donné par g, = (x—> oi(.,.) est le produit scalaire
canonique de R". On a défini l'espace Hyperbolique. !

Une autre définition possible est de munir la boule unité ouverte B (0, 1) deR" de la métrique g définie
pour x € B(0, 1) par )

(1-11x12)*

Une autre possibilité pour définir une métrique sur une variété c’est d’utiliser un plongement ou simple-
ment une immersion.

8x=

Proposition A.2.1. Soit (N, g) une variété riemannienne et f: M — N une immersion. On définit une mé-
trique f* g sur M, par

VpeM, VX, Y€l (M,N), [ gp(X,Y)=gsp (dpf(X),dpf(Y)).

En particulier dans un systémes de coordonnées xY,...,xona

f*g--=g(g oL )
g oxi’ oxJ )

Démonstration. 1l est claire que f* g soit un tenseur 2 covariant, et comme pour tout p € M, d,, f est injec-
tive il est claire que ™ g;, est un produit scalaire. O

Remarque A.2.2. Il est assez facile de montrer que n'importe qu'elle variété possédant une partition de l'unité
admet une métrique riemannienne. Pour montrer cela on utilise le théoréme de Withney qui nous dit que
l'on peut plonger toute variété différentiable dans un RN et on tire en arriére la métrique de RN grdce au
plongement.

La métrique nous permet aussi de faire le lien entre les champs de vecteurs et les champs de 1-formes. En
effet, sur un espace vectoriel un produit scalaire nous donne un isomorphisme entre I’espace et son dual,
I'espace des 1-formes, et cela grace au théoréme de représentation de Riesz. Ici la métrique nous permet de
faire pareil mais directement sur les champs de vecteurs et les champs de 1-formes. On dit que la métrique
permet de faire monter/descendre les indices.
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Définition/Proposition A.2.1. On introduit les applications linaires suivantes qui sont inverses l'une de

lautre
b: T(M) — T*(M)

X — gX,)

et
g T*(M) — TM)
w — X tqwl¥)=gX,Y)

De plus dans un systéeme de coordonnées (xY,...,x™), sionaX = Xi% etw =w; dx’ alors
o xidyl _ giiy,. 90
b(X)=g;; X' dx" et #lw)=g wj@

Démonstration. 1l nous faut montrer que pour toutes 1-forme w, il existe un unique champ de vecteur X tel
que pourtout Y eI'(M),onaw(Y)=g(X,Y).

Pour I'unicité soit w € T'* (M), et soit X un tel champ de vecteurs, on se place dans un systémes de coordon-
nées (x1,...,x™) on alors

oz elx B ) o xig
0imeGr =8| X g ) =X 8

Ainsi (gijhsi,jsn étant I'inverse de (g;ij)1<; j<n Ona
i_ _ij
X = g fa)j,

ce qui justifie I'unicité de X.

Pour I'existence on pose dans chaque systéme de coordonnées (x',...,x"), X = gl/w j%. Comme w et g
vérifient les relations de changements de base, X aussi donc on a bien défini un champ de vecteurs sur tout
M. Et par le calcul précédent on a bien pour tout Y e I'(M), o(Y) =g (X, Y). O

Remarque A.2.3. Ces applications permettent notamment de passer d'un tenseur k fois covariant et | fois
contravariant a un tenseur k + 1 fois covariant et | — 1 fois contravariant ou k—1 fois covariant et I +1 contra-
variant.

Concretement soit T € Tensfc (M) un champ de tenseurs pour faire monter le k-iéme indice covariant on pose
simplement

T: T(M)x--xT(M)xT*(M)---xT*(M) — C®(M)
X1, Xpo1, 01, 00101 — T(X1,.00, Xko1, B@i41), 01, 007)

On a alors dans un systeme de coordonnées

T il...i1i1+1 — gilﬂm Til...il
JieeJk-1 JieJk—1m®

Et si on faire descendre le l-ieme indice contravariant on définit

T: T(M)x---xT(M)xT*(M)---xT*(M) — C®(M)
Xl,...,Xk,Xk+1,w1,...,a)1_1 — T(Xl,...,Xk,wl,...,wl_l,b(XkH))’

ce qui donne dans un systeme de coordonnées

~i1...i1_1 — g i]...i1_1m
JreeJrjr+ Jeet M= iy e

Si on fait monter les 2-indices au tenseur g on obtient une métrique sur I'* (M), dont les coefficients sont
simplement I'inverse matriciel des coefficients de g.
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A.2.2 Meétrique sur les champs de tenseurs
Définition A.2.2. On définit une métrique surT* (M), que 'on note aussi g, et que l'on définit comme
g: T*(M)xT*(M) — C®(M)
wx — gHw,i)
Dans un systeme de coordonnées (xl,...,x™), siw=w; dux! ety =xj dx/, on aalors
glw.x) =g wiy;
Ainsi on peut généraliser la notion a I'espace des champs de tenseurs.

Définition A.2.3. Soit E1, E» deux espaces oi1 on a des métriques g, et g2, on définit donc une métrique sur
E; ® E; par
Vx1®y1, %@y € E1, B, g(x1®y1,%28 y2) = g1(x1,%2)2(31, ¥2).

. . . z ) l
Ainsi appliqué au cas de l'espace Tens; (M) comme on a

Tens]lc (M) :I(M)®---®F(M2®I‘*(A4) ®-~~®F*(Ml,
k‘f;)is l};is

Ceci nous définit une métrique sur TensfC (M), c’est a dire une application

g: Tensfc(M)XTensfc(M) — C*
T,S — g(T,S) "

Et on définit la norme d’'un tenseur comme
ITI=+/g(T,T).
En particulier le lemme suivant nous permet de calculer g(7, S) dans un systéme de coordonnées.

Lemme A.2.1. Soit (x!,...,x™) un systeme de coordonnées, et T, S € TensfC (M) tel que

0 0
et S=857dx"® - @dxte —

L . . 0
— Thedl gyl g ... kg ... @ —
T Th_‘_]kdx Q- dx'*® —® ale® ®6le’

Ooxh ® Oxli
on a alors | | N
g (T, S) = g]lsl . g]kSkgilzl o 8irz) T{I'"ll Szl...zl

J1eJk S1.8k "

Démonstration. On a simplement

o . ; 0 0
_ qpilend] Q214021 ... Jk NTg... Sk
g(T,S) —lemijsl_,_skg dx''e---@dx/*® Fyes ®: - ® axil’dx 1g.---@dx*® PP ® - ® PP
=il g&1-21 (dle dx®) (dxjk dx) g 0 i) (i —)
Jroei 28158 ’ & ’ 8 oxi axa 8 g Caxa
:gj131 "'gijkgilzl -+ 8iiz T]llljljc Sillszli

O

Remarque A.2.4. De maniere générale on peut définir des nouveaux tenseurs en contractant certains tenseurs
par rapport a certaines de leurs variables. C'est a dire que l'on prend la métrique entre T et S uniquement
selon certaines variables en laissant les autres libres, on définit ainsi un nouveau tenseur. Par exemplesi T, S €
Tensg (M) on peut définir un nouveau tenseur qui aura pour coefficients

(T*S)ij = Tikg*' Sy

De maniére générale on utilisera la notation d’Hamilton, c'est a dire que l'on notera T * S pour un tenseur
qui est la combinaison linéaire de contraction de certaines paires d’indices de T,S grdce a g. Une propriété
intéressante de ce produit c’est que

T+ S|<C|T|ISI,

ot C est une constante positive qui dépend uniquement de la structure algébrique de T * S.
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La métrique nous définit aussi une forme volume sur M, liée a la métrique.

Définition A.2.4. On définit une forme volume sur M, qui dans un systéeme coordonnées s'écrit comme

du= \/det(gij)dx1 A Adx™

Ot/ det(g;;) est le déterminant de la matrice dont les coefficients sont (g; j)1<i,j<n-

Cette définition vient simplement que I'on tire en arriere dans chaque systéme de coordonnées la forme
volume de R”.

A.3 Dérivée covariante

On sait que les champs de vecteurs sont des dérivations, ainsi si on a une fonction entre deux variétés, loca-
lement ses dérivées partielles sont des champs de vecteurs. Ainsi pour généraliser les dérivées secondes il
nous faut pouvoir dériver un champ de vecteurs dans la direction d'un autre champs de vecteurs. Pour cela
nous allons introduire la notion de dérivée covariante, qui nous permettra aussi de "dériver" un champ de
tenseur selon un champ de vecteur. Cette notion est fondamentale car elle nous permet d’'introduire I'équi-
valent du laplacien ou de la hessienne sur R" sur les variétés compactes et donc pouvoir faire de I’analyse.
De plus elle nous permettra d’introduire les différentes notions de courbures.

A.3.1 Dérivée covariante d'un champ de vecteur

Définition A.3.1. Une dérivée covariante sur M et une application :

V: T(IM)xT(M) — T(M)
X,Y — VxY'

qui vérifie :
1. V est C*®(M)-linéaire en la premiére variable :
VX1, X0, YT (M), Vfi, fo € CC(M), Vaxi+px,Y = AV, Y + f2Vx, Y.
2. V estR-linéaire en la seconde variable :
VX, ,YeT(M), Vaj,ap €R, Vy(aiV1+aY)=a1VxY1+aVxYs
3. V vérifie la régle de Leibniz suivante en la seconde variable :
VX, YET(M), VfeC®M), Vx(fY)=fVxY+X(NY

On commence par montrer une proposition importante qui nous dit que V est un "opérateur local". C’est a
dire que (VxY), ne dépend que de la valeur de X et Y dans un voisinage de p.

Proposition A.3.1. Si X, X» € I'(M) coincident sur un ouvert W c M, de méme pour Y,,Y> € I' (M), alors
le Yl = sz Yg surwW

Démonstration. Soit p € W, on pose f € C®(M) tel que supp(f) € W et f =1 dans un voisinage de p. On a
tout d’abord
Vix, (fY1) = (0NN + fVx ).

Or f =1 sur un voisinage de p et X; est une dérivation donc f(p) =1 et X;(f)(p) =0, ce qui donne
(Vex, (f11)), = (Vx, 1),

et de méme
(Vex, (fY2)), = (Vx, Y2) -
Comme supp(f)c W,ona fX; = fXoet fY1 = fY, donc

(Vi 1), =(Vx, 1Y),
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Cette proposition nous permet de restreindre une dérivée covariante a un ouvert U de M. En particulier si
sur U on a des coordonnées cela permettra d’exprimer la dérivée covariante en fonction des coordonnées.

Corollaire A.3.1.1. SiV est une dérivée covariante sur une variété M et U un ouvert de M, alorsV définit une
dérivée covariante sur U.

Démonstration. Pour p e U et X,Y € I'(U), on doit définir (Vx Y),. On se donne une fonction f € C*(M)
telle que f = 1 dans un voisinage de p et on définit X, Y € I'(M) par

% _{ f@X,; siqeU,
710 sigeU

et de méme pour Y. Ainsi il est claire que X, Y € I'(M) et on peut poser
(VxY), =|V<Y| .
¥, =(Vx7),

D’apres la proposition précédente cette définition ne dépend pas de f et il est claire que V vérifie les hypo-

theéses d'une dérivée covariante sur U. O
Ainsi si on considére un ouvert U sur lequel on a des coordonnées (xL,...,x™), comme aixi’ 6%] e I'(U) par
le corollaire précédent on a donné un sens a V 5 % sur U. Ceci nous permet de définir les symboles de

Christoffel. ™
Définition A.3.2. Symboles de Christoffel

SoitV une dérivée covariante sur M, U un ouvert de M sur lequel on a un systéme de coordonnées (x',...,x").
Alors on définit les symboles de Christoffel les n® fonctions Ffj € C®(U) tels que

v, k9
i oxi 1 axk

Ainsi ils dépendent de la dérivée covariante mais aussi du systeme de coordonnées.

En particulier les symboles de Chritoffel décrivent entierement la dérivée covariante.

Lemme A.3.1. Soit X,Y € I'(M) et (x',...,x") un systéme de coordonnées sur U un ouvert de M. Alors si on

écritsurU, X = X2 etY =Y/ onasurU
ox! ox/

oYk o
X' — +x'y/rk
0 1

VY = :
xl

axk

En particulier (VxY), ne dépend que de la valeur de X en p et celle de Y dans un voisinage de p.

Démonstration. C’estjuste un calcul :
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Remarque A.3.1. Dans la suite pour alléger les notations nous noterons souvent
Vi0;j=V50;=V 9
i0j=Vp,0j=V o —.
y e oxt ax]
Par la suite on va s’intéresser a une dérivée covariante particuliére qui va étre compatible avec la métrique.

Définition/Théoreme A.3.1. Dérivée covariante de Levi-Civita
Soit (M, g) une variété riemannienne, il existe une unique dérivée covariante V sur M telle que :

1. V est symétrique (ou sans torsion), i.e. pour tout X, Y € I'(M)
VyX-VxY =1[Y,X],
2. V est compatible avec la métrique, i.e. pour tout X, Y, Z e T'(M)
Z(gX,Y)=g(VzX,Y)+g(X,V2Y).

Remarque A.3.2. PourV une dérivée covariante il est assez facile de voir qu'on a une équivalence entre :
1. V est symétrique
ol

2.V 5=V % dans tout les systemes de coordonnées
oxt axJ

3. FZ.‘ 1= F;?l. dans tout les systemes de coordonnées.

Démonstration. On commence par montrer 'unicité. Pour cela, il nous suffit de montrer que dans tout
systeme de coordonnées les symboles de Christoffel sont entierement déterminés par la métrique. Ainsi on
fixe (x!,...,x™) un systéme de coordonnées défini sur un ouvert de M, d’apres (2) on a

0igjx =8(V,0/,0k) + (0}, Vp,0k)
=g (T720,,0¢) + £ (9}, Tk0,)

:Fl’.’]’.gmk+rf,’cgjm. (a)
De mémeon a
0;8ik =T'igmk +T . 8im (b)
0k8ij =T 8mj+T;8im- ©

Or on sait que g;j = gj; et F;’} = F;.’; d’apres et la remarque précédente. Ainsi en faisant (a)+(b)-(c) on
obtient

28mil'yj; =0igjk+0;8ik — Ok8ij»
ainsi

28mk8 T = g (0igjk+0;gik—0k8ij)

or g,k g = 6L, et gk = g'* donc

1
I} = Eglk(aigjﬁajgik—@kgij)r (A.3.1)
d’ot1 'unicité.

Pourl’existence, on définit V dans le domaine de chaque carte grace al’expression de Fﬁj donnée par l) .

On a clairement par symétrie de g, Ffj = F? ; ce qui démontre que V est sans torsion, de plus on a
0i8jk =T} 8mk +T {1 8jm>

ce qui démontre la compatibilité de V avec la métrique. de plus I'unicité que nous venons nous de démon-
trer nous assure 'indépendance de V par rapport au systeme de coordonnées. O
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Dans la preuve nous avons démontré le lemme suivant qui nous sera utile plus tard.

Lemme A.3.2. Symboles de Christoffel de la dérivée covariante de Levi-Civita.
SoitV la dérivée covariante de Levi-Civita de (M, g) alors dans un systeme de coordonnées

1
I _
rij__

2glk(aigjk +0;8ik—0k8ij)-

Par la suite on ne considérera que la dérivée covariante de Levi-Civita méme si les différentes définitions
marche pour n'importe quel dérivée covariante.

A.3.2 Dérivée covariante d’'un champ de tenseur

L objectif maintenant est de généraliser cette notion de dérivée covariante pour les 1-formes puis pour les
tenseurs. Pour cela comme 1'objectif de V est d’étre une dérivation de w dans la direction de X, on veut
qu’elle respecte la regle de Leibniz c’est a dire

VX, YeI'(M),VweT* (M), X()=Vxol¥)+w(VxY).
On utilise cette formule pour définir une dérivée covariante sur I'* (M).

Définition A.3.3. Dérivée covariante sur les 1-formes
On définit l'opérateur V.comme
V: T(IM)xT*(M) — T*(M)
X, — Vxow

)

tel que pour tout Y e I'(M)
Vxo(Y)=X(@(Y))-w(VxY)

Tout d’abord on peut remarquer que V vérifie sur I'* (M) les mémes propriétés que la dérivée covariante sur
).

Proposition A.3.2. V vérifie:

1. V est C*®(M)-linéaire en la premiére variable :
Vo el* (M), VX1, X2 €T(M), Vfi, L€CO(M), Vix+hx0=fVxo+hVxo.
2. V estR-linéaire en la seconde variable :
Ywi,wr €T* (M), VXeT'(M), Vaj,a, €R, Vx(aiw; + drwr) = a1Vxwi + asVxw,
3. V vérifie la régle de Leibniz suivante en la seconde variable :
YoeT" (M), YXeTI(M), VfeC®(M), Vx(fw)=fVxw+X(flw

Démonstration. La preuve est simplement calculatoire. O

Ainsi V est un opérateur locale tout comme la dérivée covariante sur I'(M). On peut se demander si on a
besoin de redéfinir des symboles de Christoffel, mais comme on va le voir avec les lemmes suivants on n'a
pas besoin. La dérivée covariante sur I'(M) définit entierement celle sur I'* (M).

Lemme A.3.3. Soit X € I'(M) et w € T* (M), alors si dans un systeme de coordonnées w = w; dxler X = X122

ox!
alors 3
Vyw= | X' —L - X'T* o, | dx.
Ox? I

. . i j k
En particulierV 5 _dx/) = -T';, dx".

oxt
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Démonstration. Soit Y e'(M) telque Y = Y"% ona

Vxo(Y)=X(w(Y))-w(VxY)

9 . oYl . . .\ 0
=Xl—.(wjyf)—w((xl—.JerYfr!k)—.)
oxi %) o]

ox! X
. . J . J . .

=Xla—w].Y]+Xl Y.wj—ij’—ay, —a)leYkF]_
axl axl axl ik
0w )

_ i J irk j

_(X xl wi X Fl])Y

OnadoncbienVsz(Xi%—X’T;?iwk)dxj. O

Maintenant on peut généraliser la dérivée covariante a un tenseur en utilisant toujours la forumle de Leib-
niz.

Définition A.3.4. Dérivée covariante d'un tenseur
Soit T € Tens;c (M) et X € T'(M), on définit le tenseur Vx T € TensgC (M) grace a la regle de Leibniz, i.e. pour
Yi,..., Y €T(M) etwy,...,ws € T* (M)

(VXT) (Yl)'-') Yk)w1)~-~)wl) :X(T(Yl’n-» Yk‘»w]»-'-)wl))

k
=Y TV,...,VxYi..., Y, 01,...,0))
i=1

I
- ZlT(Yl,...,Yk,wl,...,VXa)j,...,wl)
]:

Pour f e Tensg (M) = C*(M) on définit naturellement

Vf: T(M) — C®M)
X — Vxf=X()

Et comme la dérivée covariante sur les 1-formes de la méme maniére, V vérifie aussi les propriétés de la
proposition (A.3.2) mais pour les tenseurs. En particulier c’est aussi un opérateur local et il est entierement
défini par la dérivée covariante sur les champs de vecteurs.

Remarque A.3.3. Définition alternative de la dérivée covariante sur TensgC (M).
Commeonlavuona

Tenst(M) =F(M)®---®F(ZV[)J®F"(M)®---®F*(Ml.
k 1
Si on noteV la dérivée covariante surU'(M) et V* surT* (M) on peut définir une dérivée covariante surT' (M) ®
r'*(M) par
V(T®S)=VTeV*S.

Or on peut voir, en utilisant un systemes de coordonnées, que ceci définit la méme dérivée covariante que celle
donnée par la définition précédente.

Remarque A.3.4. CommeV est C*°(M)-linéaire en la premiere variable si T € Tensgc (M) alors
k fois 1 fois

VT: T(M)xT(M)x--x (M) xT*(M) x --- xT*(M) — C®(M) ,
(X,Yl,...,Yk,wl,...,wl) — VXT(Yl,...,Yk,a)l,...,wl)

est un tenseur (k + 1)-fois covariant et l-fois contravariant, ainsi VT € TensfC+1 (M). Ainsi V nous définit un
opérateur dérivée covariante
. I . 1
V: Tensk (M) Tensk+l(M) .
T — VT
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Remarque A.3.5. Pour donner un sens a la condition de compatibilité dans la définition de la dérivée cova-
riante de Levi-Civita, on peut calculer Vxg pour X e T'(M), en effet g € Tensg (M) etona

VY,ZeT(M), Vxg(¥,Z2)=X(g(¥,2))-g(VxY,Z)-g(Y,VxZ).
En particulier siV est la dérivée covariante de Levi-Civita, alorsVxg =0, doncVg = 0.

Grace a la remarque (A.3.4), on peut définir les dérivées covariantes d’ordre supérieure. En effet VT est un
tenseur on peut lui appliquer I'opérateur dérivée covariante et on peut continuer par récurrence.

Définition A.3.5. Soit T € Tens;C (M) on définit V2T le tenseur définit comme

V2T: T(M)xT(M)xT(M) x---xT(M)xT*(M) x---xT*(M) — C®(M)
(X,Y,Yl,...,Yk,U)l,...,Q)l) — (VX(VT))(Y,Yl,...,Yk,Ll)l,...,wl) '

Et l'on note
Viy TV, Yon,...0) =V T (X, Y, Y1,..., Vi 01,...,0) = (Vx (V) (Y, 1,..., Vi, 01,...,@)).

Par récurrence on peut ainsi définir V' T € Tens +; (M) en appliquant récursivement l'opérateur de dérivée
covariante.

Pour simplifier les notations nous noterons souvent dans des coordonnées

v2T V3, L, T

oxt’ ox]
Il est important de voir qu’'en générale V§< y T #Vx (VyT), c’est une conclusion du lemme suivant.
LemmeA.3.4. SoitT € TensfC (M), X, Y eI'(M) alorson a
ViyT=Vx(VyT)=Vy,yT.
Plus généralement on a

Vg(l, X T =Vx (VS(; WX T) ]izvé(z,l...,vxlxj,...,xiT
Démonstration. C’est un simple calcul
ViT(Xl,...,Xi,Yl,...,Yk,wl,...,wl)=(VX1 (Vi_lT))(Xg,...,Xi,Yl,...,Yk,wl,...,wl)
=X, (v;’gz}wxiT(Yl,...,Yk,wl,...,w,))

B Zvé(z,l...,X T(Y17 -)leifj,---,Yk,wl,...,a)l)
ZV[XZ} ¢ (Yl""'Ykrwlr---;lea)j,...,wl)

- Z Vi_lT(Xg,...,VXIX]-,...,X,-,Yl,...,Yk,wl,...,wl)
j=2
=V, (v;'glm 1 T) e Yoo, 0)

Zv WV X T(Yl,...,Yk,(U],...,(UZ),

1

d’ot1 le résultat. O
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Remarque A.3.6. Pour la dérivée covariante de Levi-Civita comme Vg = 0 si on contracte des tenseurs grdace
alors on a avec la notation d’Hamilton

V(T*S)=VT*S+T=VS.
Alors si X est un champ de vecteurs on a
X(T*S)=X(T)*S+T=*X(g)*S+T=X(S).
Comme on a défini V2 on peut donc définir la Hessienne et le laplacien d’un tenseur.

Définition A.3.6. Hessien et laplacien
Soit T € TensfC (M) on définit la hessiennecomme étant le tenseur

Hess(T): T(M)xI'(M) — Tensk (M)
XY — V&,T

Et pour le laplacien on considere simplement la trace de la hessienne avec g c’est dire que dans des coordon-
nées N N
AT = Traceg Hess(T) = g”Vzi L, IT= g”Vlg’j T

oxt’ oxJ

Lemme A.3.5. Calcul du laplacien dans des coordonnées
Soit T € TensfC (M) dans des coordonnées

AT =g" v,V T-T59,T)

En particulier pour f € C*°(M) ona

O or )

oxioxi  1gxk

Af=g" (
Démonstration. Légalité vient simplement de

ViyT=Vx(VyT)-Vy,yT.

I nous reste a définir la divergence d'un champ de vecteur.

Définition A.3.7. Divergence
Pour X e T' (M), on définit la divergence comme la trace du tenseur VX, c’est a dire que dans des coordonnées

)< )
div(X) = TraceVX = V; X' = — + T/ xF
ox! !

Remarque A.3.7. Pour f € C*°(M) commeV f € Tens(l) (M)=T(M) ona
div(V f) = Trace(V* f) = Af

A.3.3 Etude deladivergence

Dansla suite nous allons étudier plus en détail I'opérateur divergence notamment en montrantle Théoreme

de la divergence (A.3.1).

Lemme A.3.6. Expression de la divergence
Soit X € T'(M), un champ de vecteurs, alors dans des coordonnées :

div(X) = \/ﬁ% ( X /det(g))
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Démonstration. D’apres la définition de la divergence on sait que :

. 0X!
div(X)=V; X! = St ri xk
x

11 nous faut donc calculer % (Vdet(g) :

0 ( [T = 1 0(det(®) 1 0(det(g)) 0gpq
b det( ) = - = -
0x! ( § ) 2y/det(g) 0x 2\/det(g) O0qpg Ox'

Or il est connu que pour une matrice inversible X, dx det(H) = det(X) Trace (X ~'. H). Ainsi en notant E, 4 la
matrice ayant des 0 pour chaque coordonnéeet1en (p,qg) ona:

0 (det
0ldet(e)) _ dgdet(Ep,) = det(g) Trace (g . Ep,) = det(g)g".
0dpq
Or de plus on sait que,
ag
aai = Lip&ma* Tig8pm

Ce qui nous donne par symétrique de g,

det(g)| = \/det(g)gPIT™" gmq = /det(g)T" . (A.3.2)
p p

Ainsion a,

1 o (., ) (| d X! oxt .
— — [(x"\/det(g)| = — + X! — [\/det(g)] = == +T? X' = = +T XP,
/det(g) axl ( e (g)) axl + /—det(g) axl ( € (g)) axl ip axl -+ ip

ol dans la derniére égalité on a juste re-indéxé les sommes.
On a donc bien le résultat voulu :

div(X) = \/%@% ( xi. /det(g))

Ce lemme va nous permettre de démontrer ce théoréme qui nous sera utile plus tard.

Théoréme A.3.1. Théoreme de la divergence
Soit M une variété sans bord orientable et X un champ de vecteurs a support compact alors :

f div(X)du=0
M

oirdu est la forme volume canonique donnée dans des coordonnées (x',...,x") pardu = y/det(g)dx'...dx"

Démonstration. On utilise le produit intérieur et donc on définit une n — 1-forme différentielle en posant
a =ixdy, c’estadire pour (vy,...,V5-1),0na &(vy,...,v,) =du(X, vy,..., Vs-1).
Ainsi on sait que dans des coordonnées on a,

a=Y (-1 x"\/det(g) dx' A---Adxi A+ AdX"

i=1

Ainsi on peut calculer,

)1+1d( ,/det(g)/\dx Ao Adxi A-ee A dx”
l+1(i%(Xi\/det(g))dxk/\dxl/\---/\a;/\.../\dxn

1

1( )’“W( \/det(g)dx Adx A AdX A A dx"
n B
(Z —’—dit o (x7\/det(g) )) du

i=1

-3
o

~
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Ainsi d’apres le lemme précédent on vient de montrer que :
da =div(X)dp.

Ainsi d’apres le théoréme de Stokes,

fdiV(X)duzf da=0.
M M

O
Corollaire A.3.2.1. Soit f: M — R, une fonction C* a support compact, alors :
f Afdu=0
M
Démonstration. On sait d’apres la remarque (A.3.7) que Af = div(V f) et on utilise le théoréme de la diver-
gence (A.3.1). O

A.4 Application exponentielle

En géométrie riemannienne, les géodésiques sont des objets tres importants car se sont des courbes y: [a, b] —
M qui minimisent,en tout cas localement, la longueur entre y(a) et y(b). Ou la longueur d'une courbe
v: la, b] — M est donnée par

b
I(y) :f ly(6)|de.

Nous n’allons pas les étudier ici, le but va étre simplement de définir I'application exponentielle qui nous
permettra d’'introduire les systemes de coordonnées normales et d’étudier le maximum/minimum d’une
fonction sur une variété. Pour cela nous allons introduire les géodésiques avec une nouvelle définition.

Définition A.4.1. Géodésiques
Une géodésique est une courbey: [a,b] — M telle que si on note dans un systeme de coordonnées (xL,...,x™
quey(t) = (x1(0),...,x" (1)) alors y vérifie

Xk (8) +TK,xi (£)x (1) = 0,

Lexistence des géodésiques est donnée par le théoreme suivant dont on admettra la preuve. La preuve étant
la simple étude du systeme différentiel donné par les équations localement vérifiées par les géodésiques.

Théoréeme A.4.1. Existence des géodésiques
Il existe un ouvert maximal D < R x M contenant {0} x M tel que pour tout p et v € T, M il existe une unique
géodésiqueyp,v: Jpy — M telle que

Yp,v(o) =p et ).’p,v(o) =,
oit Jp,» ={t €R| (t, p) € D}. De plus l'application (p, v) =y, () est différentiable.

On peut remarquer que Y, , est 'unique géodésique partant de p avec une vitesse v. On aura aussi besoin
du lemme suivant, que I'on ne démontrera pas, ou on utilise les mémes notations que le théoréme.

Lemme A.4.1. Pourtout0O<A<1,ona
Yp,v(/lt) = Yp,ﬂv(t)'

On peut montrer I'existence de I'application exponentielle.

Théoréme A.4.2. Application exponentielle
Pour tout p € M il existe Q, < T;, M un ouvert étoilé et une application différentiable

exp,: Qp — M,
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telle que pour tout v € Qy, la courbe

Ypv: [0,1] — M
t — exp,(tv)’

est l'unique géodésique tel que
Yp,v(o) =p et Yp,v(o) =0

On a alorsexp,,(v) = yp,u(1).
De plus il existe un voisinage de V), de 0 dans T, M tel que exp|V), soit un difféomorphisme sur un voisinage
de p dans M. En particulier,

doexp, =1id.

Démonstration. On fixe p € M, par le théoréeme précédent,on sait qu’il existe A > 0 tel que [-A,A] < Jp,,»
pour tout v € T, M. Ainsi y, , est définie sur [-A, A]. D’apres le lemme précédent Y p.Av €St définie sur [0, 1]
donc I'ensemble des vecteurs v € T, M tels que 1 € ], est un ouvert Q) T, M contenant 0. Or d’apres le
lemme précédent si v € Q, alors pour tout 0 < A < 1, Av € Q), donc Q,, est étoilé en 0.

Pour la différentielle de exp,, en 0, on identifie T (T, M) aT, M eton a

d dyp,w
doexp,,(w) = — (expp(tw)) ©=—"0=w.
De plus par le théoréme d’inversion locale exp,, est un difféomorphisme local. O

On peut maintenant introduire un systeme de coordonnées particuliéres, appelées coordonnées normales.

Proposition A.4.1. Coordonnées normales
Soit p € M, il existe un voisinage ouvert V,, ¢ M et une application différentiable ®): V,, — T, M = R" tel que

®(Vy)cQp et exp,od,=idy,.

Alors soit (x',...,x™) une base orthonormale de T, M pour g, alors (V,,®,,) définit un systeme de coordon-
nées sur V,, appelées coordonnées normales en p. De plus dans ces coordonnéesen p ona:

08k

_o Tk =
=0, Tj;=0.

gij=0 f
Démonstration. Lexistence de @, est directement donnée par le théoreme précédent.
On remarque d’abord que ®,(p) = 0 car exp,(0) = p donc g;; = 5; car (x!,...,x™) est une base orthonor-
male.D’autre part on peut définir la géodésique dans se systéme de coordonnées de coordonnées, pour
(ai,...,a,) ER"
y(@©) = (x(0),...,x" (1) oux'(t)=ta.

Pour cette géodésique ' )
xi=a" et xi(r)=0.

Donc I’équation des géodésiques donne
Ffja‘af =0.

Et ceci pour tout (ay, ..., a,) € R"” donc Fi?j =0. Etde plus

08k
ox?

k
=Fl.jgmk+rl’.’;€gjm=0.
O

Dans cette partie il nous reste plus qu’a utilisé ’application exponentielle pour démontrer le lemme suivant.

55



Lemme A.4.2. Soitu: — R une fonction C?. Si u admet un minimum localen p € M on a
Vu(p)=0 et Au(p)=0.

Et si u admet un maximum localen pe M on a
Vu(p)=0 et Au(p)=<0.

Démonstration. On fixe p € M et (x!,...,x") des coordonnées normales en p. On sait donc que

ou i
Viu(p)=V.o ul(p)=— et Au=g"

( Fu au) 0°u
axt axl

dxioxi  1gxk =Xi:ax,~2'

On s’intéresse au cas ou u est minimum en p, dans l'autre cas il suffit de considérer v = —u. On fixe i €
[1; n], on note e¢; = % et pour € > 0 on peut définir pour t € |—¢, €[

e, (D) = u (expp(tei)). (A4.1)

Ainsi u,, (0) = u(p) et on sait que it,,(0) =0 et ii;(0) = 0. Orona

. ou I
Ue, (1) = dexpp(tei)u(dtei expp(e,-)) = ol (epr(tei)) (dte,— epr(ei)) ,
ce qui donne
0=, 0 =d u(i)—a—”( )
~ U= UG | T o P
De plus
ou 1 u 0 1
0 < ii,, (0) :dpa—m (do expp(ei)) (dtei expp(ei)) + ﬁ(p) 3 (dtei expp(e,-))
=0
ou( 0
=d,—=—|&"
Pox (ax’) !
B 0%u
axi®
D’ot le résultat. O

B Courbure d’une variété

On introduit maintenant la notion de courbure, pour cela on introduit le tenseur de Riemann-Christoffel et
celui de seconde forme fondamentale.

B.1 Tenseur de Rieman-Christoffel
Pour X, Y, Z eI'(M), on a généralement,
VxVyZ #VyVxZ.
Lobjectif va étre de mesurer cette écart, pour cela on va utiliser le tenseur de Riemann-Christoffel.

Définition B.1.1. Tenseur de Riemann-Christoffel.
On définit un tenseur de courbureR € Tensé (M), comme suit :

R: TIM)xT'(M)xT'(M) — T(M)
XY zZ — R(X,Y)ZZVXVyZ—VYsz—V[X'y]Z.
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On notera donc ces coordonnées Rﬁj - On peut faire descendre un indice avec g et définir un tenseur Re
Tensg (M), ainsi pour X, Y, Z,WeIl'(M),ona:

R(X,Y,Z,W)=gR(X,Y)Z,W)

R et R représente le méme tenseurs donc on notera les coordonnées deR, R; jkl» eton sait que l'on a la relation :
— m I _ Im
Rijkl—glmRijk et Rijk—g Rijkm

Remarque B.1.1. Pour que cette définition ait un sens il nous faut vérifier queR soit bien C*(M)-multilinéaire.
Ainsisoit X,Y,ZeT'(M) et f,g, h € C*°(M), on a tout d'abord

[FX,8Y]=FX(gY)-gY(fX) = fEIX, Y1+ fX(®Y - gY (/)X
Ainsi en utilisant les propriétés algébrique vérifié par une dérivée covarianteon a :

R(fX,gY)hZ =V xVgyhZ —VgyVixhZ —Visx gy)hZ

=fg(VxVyhZ-VyVxhZ)+ fX(&VyhZ-gY(f)NxhZ -V gx,v\hZ
+VixgyhZ—VgypxhZ

=fg(Vx(Y(WZ+hVyZ)-Vy (X(WZ+hVxZ)+ fX(gVyhZ-gY(f)lVxhZ
-fg(IX,YIWZ+hVix,y)Z)- fX(@VyhZ+gY(f)VxhZ

=fg(X(Y(W)Z+Y(WVxZ+X(WVyZ+hVxVyZ-Y(X(h)Z-XWVyZ+yh)VxZ+hVyVxZ)
-fgIX,YI(WZ-fghVixy ) Z

=fgh(VxVyZ-VyVxZ-Vx,v1Z)

=fghR(X,Y)Z

La définition a donc un sens.

On peut remarquer que le tenseur de courbure possede certaine symétrie et propriété géométrique, c’est le
but de la proposition suivante.

Proposition B.1.1. Propriétés algébriques du tenseur de courbure
Pour X,Y,Z, Wel'(M)ona:
1. RIX,Y)Z=-R(X,Y)Z,
2. RIX,Y)Z+R(Y,2)X+R(Z,X)Y =0 (identité de Bianchi),
3. gRX, )Z,W)=-gR(X, Y)W, 2),
4. gRX,V)Z,W)=gR(Z,W)X,Y).
Ce qui, exprimé dans le tenseur R, donne:
1. RIX,Y,Z,W)=-R(Y, X, Z,W),
2. RIX,Y,Z,W)+R(Y,Z, X, W) +R(Z,X,Y,W) =0,
3. RIX,Y,Z,W)=-R(X,Y,W, 2),
4. R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y).
Et dans des coordonnées cela donne :
L. Rijk1 = —Rjiki,
2. Rjjki+Rjrit+Reij1 =0,
3. Rijki = —Rijik
4. Rijrr = Reiij-
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Démonstration. découle directement de la définition sachant que [X, Y] = —[Y, X].
Pour (2) on utilise le fait que Vy X — Vx Y = [Y, X] (car la dérivée covariante de Levi-Civita est sans torsion)
et I'identité de Jacobi pour [.,.] :

(X, [Y, Z]1+ Y, [Z,X]1+[Z,[X, Y]] =0.
En effet,
RX,Y)Z+R(Y,2)X+R(Z,X)Y ZVXVYZ—Vyvxz—V[X’y]Z-l-VYVZX— Vzvl/X—V[y,Z]X-l-VZvXY

—VXv2Y—V[Z'X]Y

ZVX (Vyz—VZY) + Vy (sz—VXZ) +VZ (VXY—VyX) _V[X,Y]Z
_V[Y,Z]X_V[Z,X] Y

=VxlY,Z]1-Viy, 1 X +Vy[Z,X]-Vizx1Y +Vz[X, Y] -Vix v Z

=[X, Y, Z1+1Y,[£, X1] + [Z,[X, Y]]

=0

Pour le point (3), par linéarité de g, il nous suffit de montrer que pour tout W e I'(M), ona:
gRX, VYW, W) =0.
Or on sait que V est compatible avec g, ce qui nous donne :
XoY (gW,W))=2Xg(VyW,W)=2g(VxVyW,W)+2g(VyW,VxW),

de méme,
YoX(g(W,W))=2g(VyVxW,W)+2g (VyW,VxW).
Ce qui donne,
g(VxVyW-VyVxW,W) = % (X, YIgW,W) =g (VixyW,W),
donc
gRX, Y)W, W) =0.
Pour le point , il est plus facile de considérer R, tout d’abord grace au point , on ales égalités suivantes :
R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W) =0
R(Y,Z,W,X)+R(Z,W,Y,X)+R(W,Y,Z,X) =0
R(Z,W,X,Y)+RW,X,Z,Y)+R(X,Z,W,Y)=0
RW,X,Y,Z)+R(X,Y,W,Z)+R(Y,W, X, Z) =0

On somme les 4 lignes, on remarque que grace aux points (1) et (3) les deux premiéres colonnes s’annulent.
De plus, on en déduit que R(Z, X, Y, W) =R(X, Z, W, Y) et R(W, Y, Z, X) =R(Y, W, X, Z), il nous reste donc :

R(Z, X, Y,W)+R(W,Y,Z,X)=0 etpar R(Z X, Y,W)=R(Y,W, Z,X),
d’ou le résultat voulu. O

Remarque B.1.2. Comme on l'a vu le tenseur de courbure R permet de mesurer le défaut de commutativité

0. 0 |_
ox'’ dx!

entre 2 dérivées covariantes. En particulier si on se place dans des coordonées (x',...,x™), comme
0, pour X eI'(M),ona:

0 0
V,V]X—V]V,X:R(—,—)X
ox' 0x/

, (a 9 ) 9
=X'R|—,—|—
0xt oxi ) ox!
0
_vinpk
Rk

0
=X'R; i g*—.
ijlk8 x5
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En particulier,
ViVjXS—VjViXS X Rf]l_X lelkg

De la méme maniére comme on a défini une dérivée covariante pour les 1-formes, le tenseur de courbure nous
permet encore de mesurer le défaut de commutativité. Ainsi soitw € T* (M) et Y € cv, on sait par définition de
la dérivée covariante d’'une 1-forme:

0 0
(ViVjw-V;V,w)(Y) = Py — (Vo) - vjw(viY)—@(viw(Y)Hviw(ij)
~ 9 9 -2 (0w, 1) -2 v vvir)- 22w
=730 @ ))——(w( i) - 7 @i ) +w(V;V;Y)- 57 3t @)
0 a
t o7 @ViY) 4o - (w(V; V) -~ (V;V;Y)
=0 (V;V;X-V;V;X)

_ylgk, O
ijl gxk
_ Ink
=-Y Rijlwk
Ainsi on a le résultat suivant, pour w € T* (M),

Vivjw—VjViw = Rf]lwkdxl = —Rijlkgkswsdxl = Rijkl gkswsdxl (B.1.1)

De la méme maniére on peut généraliser se calcul aux tenseurs quelconques. Ainsi soit T € TensﬁC (M), tel que
dans les coordonnées T s'écrit comme :

T= T;:Jl’k dx'®--@dx/t®d; ®---®0;,.
On a tout d’abord,

ViVjT=ViVj[T;11:."'l:f dx/' ® - ® dx¥ ®0; ®---®0;

Vi35 (T” ]’f)dxf1 edxted; ®---®0,~,+T;11.'.'.']’:fvj (dxf1 ®--odx't®0;, @---®ai,)]
a 0 ir...dk I & Jk 9 il g Jk
axlaxl (T]1 ]l)dx -edx’*®0; ®---®0; +6_J(T ]I)V,(dx ---@dx ®ai1®~--®a,~1)
+F(T;j"']’:f)vj(dxfl®~~®dxf’f®6il®~«~®6 )+T’1 ey, V](dxf1 -®dxfk®6,-1®~--®ail).
A

Ce qui nous donne,
ViV T =V, T =T}k [vivj (dxf1 & @dxlted; ®---®a,~l) ~V,V; (dxf1 & @dxlted; ®~--®a,-l)]
:T}f“:_‘jf[édxh ®--0dx/t®d; ® - ®[V;V;(0;)-V;Vi(0;)] & ®d;,
+ i dxl @ @ [v,-vj(dxfs) —v]-v,-(dxfs)] - odr/t ®0;, @---@%]

_T’1 ”‘[ZRW mgMdx @ @dx/t®0; ®--®0,,®---®0;,
l , . )
+) Rijmzg™dxl'®--@dx*®---®dx/*®0;, ®-~®6,~l].
s=1
Si on utilise la notation d’Hamilton on a simplement,

V,'VjT—VjV,'TzR*T.

Ces formules nous seront utiles pus tard dans notre étude.
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En attendant, il nous reste a calculer I'expression dans des coordonnées de R en fonction de g et ainsi de
montrer qu’il de ne dépend que de g et de ses dérivées premieres et secondes, c’est |'objectif de la propriété
suivante.

Proposition B.1.2. Composantes du tenseur de courbure dans des coordonnées

Soit x',..., x" des coordonées sur U c M, alors :

L =irl. 9 — T I S a o rl
ijk 6xi ]k dx j

Démonstration. On sait que par définition,

(a a)a , 0
R

axi’ 0xJ ) axk ik gyl
Orona:
0 6

0 0 0

m m
=LikVigem * gx ik gam
_rmy 0 o_,, 0
i3 * g Uik gm

0 0
1 l
= (Tt 5Tl 3

Par symétrie on a donc,
0 ol 0o ;)0
ViVi— = |5 —T PP -

Ox k ik jm OxJ ik
Donc
(6 6) 9 =V;V; 9 -V;V; 9 \Y 9
axi’dxi ) axk ' axk " oxk [ﬁ’ﬁlaxk
=V;V 9 ViV 0
Vg VIV g

0 0
_ m -l I )
_( jkrim Ox lrk F F]m Ox ]rzk)a 1

Ce qui nous donne le résultat voulu,

0 0
L ——T! T T

l
R g K g il

R!

B.2 Cas des sous-variétés et seconde forme fondamentale

Le tenseur de courbure nous donne une notion intrinseque de courbure. Or, dans notre étude nous considé-
rons des sous-variétés d'une variété riemannienne, ceci va nous permettre de définir un nouvel opérateur la
seconde forme fondamentale et comme on le verra on pourra exprimer le tenseur de Riemann-Christoffel
en fonction de la seconde forme fondamentale. C’est cet opérateur qui nous sera utile ensuite. Mais tout
d’abord introduisons quelques notations.

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m et N ¢ M une sous-variété de dimension #z. On in-
troduit tout d’abord la notion de systeme de coordonnées adapté a N.

Définition B.2.1. Systeme de coordonnées adapté a N
Soit U un ouvertde M et (x',...,x™) un systeme de coordonnées sur U, alors il est dit adapté a la sous-variété
N de dimension n si

NnU={xeU|x""=-..=x"=0}.
— 0 0
On a donc pour toutp € U, TpN—Vect(W,...,W).
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Remarque B.2.1. Lexistence méme d'un systéeme de coordonnées est donnée par la définition d'une sous-
variéte.

De plus on sait que pour p € N, on peut identifier T, N a un sous-espace vectoriel de T, M, c’est ce que
nous ferons par la suite. On note tout d’abord, pour p € N,

T,N*={veT,M|vLT,N}
ot on considere I'orthogonal avec le produit scalaire gp.
Ainsion a,
- L
1. T,M=T,N®T,N
2. dimT, Nt =dimT, M -dimT,N=m—-n

On note aussi les projections naturelles,
. 1. 1
Oy: T,M—T,N et Hp.TpM—>TpN .

Il nous reste a introduire g = g|x, la restriction de g ala sous-variété N. On dit que g" est la premiere forme
fondamentale de N et on peut remarquer que (N, gN ) est une variété riemannienne.
Et on pour finir on note I' (M, N) I'’ensemble des champs de vecteurs de M qui sont tangents a N en tout
pointpe N :

['(M,N)={Xel(M)|X,eT,N, Vpe N}

On commence par montrer ce lemme ou I'objectif et d’étudier le lien entre I'(N) et I' (M, N).

Lemme B.2.1. Pour XeI'(M),ona:
1. XeT (M, N) si et seulement si X(f) = 0 pour tout f € C*°(M) constante sur N,
2. siX,YeT' (M,N) alors [X,Y] eI (M, N),

3. Lapplication de restriction I’ (M, N) — I'(N) est surjective ainsi tout champ de vecteur X € I'(N) peut-
étre prolongé par une extension (non unique) X € ' (M, N) qui est un champ de vecteurs de M.

Démonstration. 1. Soit X e I'(M, N) et f € C*°(M) une fonction constante sur N. Pour un point p € N,
on choisit une courbe y: ]—¢,e[ — N telle que y(0) = p et %(O) = Xp, alors
dfoy

Xp(f) = T(O) =0.

Pour le sens inverse on considere (x!,...,x™) un systtme de coordonnées adapté a N. Soit X =
;.": 1 X/ % € I'(M) qui s’annule sur toute fonction constante sur N, alors X/ = X(x/) =0pourn+1<
Jj < m.Ainsi
o0
X=) X/—€TN.
o1 o0x!

2. On utilise , soit f € C*°(M) constante sur N, alors
(X, Y1(NH=X(Y(H)-Y(X(H)=0-0=0.

3. Soit un champ X € T'(N) on doit construire une extension X € I'(M) telle que X, = X, pour p €
N. Pour cela on introduit (x!,...,x™) un systeme de coordonnées sur U adaptées a N, on a donc

XnU{xeU|x"*"!=...= x™=0}. Ainsi X s’écritsur UnU, X =¥, j = 1" X/ 2%; et on définit X parla
méme formule mais cette fois sur U tout entier, et on conclut en utilisant une partition de 'unité sur
M.

O

Celui nous permet de définir la seconde forme fondamentale.
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Définition B.2.2. Seconde forme fondamentale
Soit X, Y € T(N) deux champs de vecteurs de N, X,Y € T' (M, N) des extensions de X et Y et p un point de N,
alors on pose :

VY =T(V3¥)eT,N

Et on définit la seconde forme fondamentale de N ¢ M comme :
AX,Y)=T" (Vg Y)eT, Nt

Ainsi on peut observer que l'ona:
VxY =VYY+(X,V)

Nous devons d’abord nous assurer de la bonne définition de A et V.
Proposition B.2.1. A et V" sont bien définit car ne dépende pas de U'extension de X et Y .

Démonstration. Soit X,Y € T(N) et X,Y € I' (M, N) des extensions de X et Y. Soit (x!,...,x™) un systeme
de coordonnées sur U c M adaptées a N. On note dans se systeme de coordonnées X = Z XJ Oy =

axJ’
7:1Y1% etdemémef(:Z Xfa‘;j, Y:Z Yf a . Alors on sait que sur U

Yk
oxk

+ X Yfrk

VeV =(X'—
( i) oxk

OrX=XetY=YsurN,doncsurUnNonapourj<, X/ =X/etY/=Y/etpour j>n, X/ =¥/ =0en

particulier pour tout i, 6Y,j =0.Depluspourpe UnN,onaT, N = Vect(a T» ’6x") doncpourpe UnN
_ mo(_.ovk _,_. 0 0 0
AX,Y) =T (Vg V)= Y |X —+X'¥/ k) Z XYY, Z x'yirk —,
P k=n+1 axk Y axk k=n+1 a k=n+1 Yox axk
et . .
- nof..oY" .. 0 L 0Y 0
vy =11,(VyY)= Y X —+X'VITF | — =} [x'— + X'Y/TK, ,
X p(Vi¥) k;( dxk ”)axk ,C;( axk i) axk
car pour j > n, X/ =¥/ =0.
Ainsi A(X,Y) et V§ Y ne dépende que de la valeur de X et Y sur N. O

On peut maintenant s’intéresser a V.
Proposition B.2.2. VN est la dérivée covariante de Levi-Civita de (N, gN ).

Démonstration. 1l est clair que VN vérifie les hypotheses d'une dérivée covariante car I1 est C*°(N)-linéaire,
il nous reste a montrer qu’elle est sans torsion est qu’elle respecte la métrique.

Soit X, Y € I'(N) que 'on étend en des champs de vecteurs X, Y € I' (M, N). Par le lemme précédent
on sait que [X, Y] €' (M, N) ainsi comme V est la dérivée covariante de Levi-Civitade (M,g) ona:

VY -V X =T (VxY)-TI(VyX) =TI([X,Y]) = [X, Y].
Donc V¥ est sans torsion.
Soit X, Y, Z e T'(N) que 'on étend en des champs X,Y,ZeT'(M,N),ona:

ZgN(X,Y)=Zg(X,Y)=g(VzX,Y)+g(X,V,Y)
=g(VYX,Y)+g(X, VYY) +g(AZ X),Y)+g(Y,A(Z,Y))
=g(ViX,Y)+g(x,Vv}Y)
=g" (V7 X, Y)+g" (X, v7Y),

donc g" respecte la métrique g". O
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On peut maintenant s'intéresser a la seconde forme fondamentale de N c M.
Proposition B.2.3. A vérifie:
1. A est C®(N)-bilinéaire,

2. Pourpe N, Ap: T,NxT,N — T, N+ est bien défini, c'est a dire que A(X,Y) ne dépend que des
valeursde X etY enp e N.

3. A est symétrique.

C'est a dire que A nous définit un opérateur C*°(N)-bilinéaire
A:T(N) xT(N) — T'(M).

Démonstration. 1. Il est clair que A est R-linéaire.
Soit f,g € C®(N), et X,Y € I'(N) que 'on étend en des champs X,Y € I'(M, N) et en des fonctions
feC®(M)etgeC®(M).Etentoutpointpe Nona:
A(FX,g¥) =I1* (Vx(g1))
=IT* (fgVxY + fX(g)Y)
=fgllt (VxY)+ fII* (X(g)Y)
~————
=0 car YET, N
=fgAX,Y).

2. Déja montré avec la proposition (B.2.1).
3. Nous avons pour X, Y € I'(N) que 'on étend en des champs X, Y € I' (M, N),

AX,Y) - A(Y,X) =[T* (VxY = Vy X)
=IT" (X, V)
:0,

car [X, Y] eI (M, N) d’aprés le lemme (B.2.1).
O

On peut maintenant montrer les équations fondamentales vérifiées par la seconde forme fondamentale A,
a savoir les équations de Weingarten et de Gauss. Elles vont nous permettre de faire le lien entre les tenseurs
de courbure de N et M.

Proposition B.2.4. Equation de Weingarten
Soient X, Y,W € T'(M) tels que X, Y € I' (M, N) et que pour toutpe N, W, € T, N+, alors :

VpeN, g,(VxW,Y)=—-g,(W,A(X,Y)) (B.2.1)

Démonstration. Pour p € N, comme W), € T, N L ona g(W,Y) =0. De plus comme V est la dérivée cova-
riante de Levi-Civita on a,

0=XgW,Y)=g(VxW,Y)+g(W,VxY)
=g (VxW, V) +g(W,ViY)+g W, A(X, V)

or VY, €T, N et W, e T, N* donc g(W,V{Y)=0dou:

8p(VxW,Y)=-g,(W,A(X,Y))

O
Proposition B.2.5. Equation de Gauss
Soient X,Y,Z,W € T, N, on noteR le tenseur de courbure de (M, g) et RN celuide (N, gN) alors :
N(pN _
g (R (X,Y)Z, W) - g(R(X, Y)Z, W) = g(A(X, W), A(Y, Z)) - g(B(X, 2),B(Y, W)). (B.2.2)

Pour donnerunsensa g (R(X,Y)Z, W), on étend X,Y,Z, W ades champs dansT (M, N).
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Démonstration. On étend les champs de vecteurs X, Y, Z, W en champs X,Y,Z, W €' (M, N).
Et on a tout d’abord,

VIVYZ =vx (VY 2Z) - A(X,VY2)
=Vx(VyZ-A(Y,2) A(X,VY2)
=VxVyZ-VxA(Y,Z)- A(X,V}Z)

Or pour tout p € N, W, eTpNetA(X,V]}/Z)p €T, N+ donc

g(VYVYZ, W) = g(VxVyZ, W) - g(VxA(Y,Z),W).
De plus par I'équation de Weingarten (B.2.1) :
g§(VxA(Y,2), W) =-g(A(Y, 2), A(X,W)),

donc
g(VRVYZ, W) = g(VxVyZ W)+ g (A(Y, Z), A(X,W)).

De la méme maniereona:
g(VYVRZ W) =g(VyVxZ W) +g(AX, 2), A(Y,W)).
Il nous reste plus qu’'un terme a calculer, et on sait déja que :
Vv Z=VixyZ-A(X,Y),2).

Or pour tout p € N, Wp ETpNet A(X, Y],Z)p ETp N+ donc

8 (V&le, W) =g(Vix,y1Z,W).
Ainsi on a donc:
g(RVX,7)2,W) =g VAV Z - VYV z-V , 7, W)

=8 (VxVyZ, W) + g (A(Y, 2), A(X, W) -g(VyVx Z, W) - g (A(X, Z), A(Y, W))

-g(Vix,v1Z, W)
=gRX, Y)Z,W)+g(AX,W),A(Y, 2)) - g (AX, Z2), A(Y,W)),

d’ol1I’équation de Gauss O

B.3 Cas des sous-variétés de co-dimension 1

Maintenant on ne s’'intéresse qu’au sous-variétés de co-dimension 1, c’est a dire qu'on considere N une
sous-variété de (M, g) telle que n = dim(N) = dim(M) — 1.

B.3.1 Casgénérale

Nous introduisons maintenant la notion de vecteur normal qui nous sera tres utile.

Définition B.3.1. Un vecteur normal est une application C*°, v: N — T M telle que
vy, LT, N pourg, et |vp,|=1.

On appelle aussi cela une co-orientation ou l'application de Gauss sin = 2.

On s’assure d’abord de son existence.

Proposition B.3.1. Il existe un vecteur-normal.
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Démonstration. Auvoisinage de tout point p on utilise un systéme de coordonnées adaptée a N pour définir
v puis on vérifie que la définition respecte bien les changement de coordonnées. O

Comme dim(N) = dim(M) — 1, pour tout p € N, dim(T), N' =1donc Tp N =Vect(vp). Ainsi pour tout X, Y €
I'(N)ona
AX,Y)=AX, Y)v.

Ceci justifie la définition suivante.

Définition B.3.2. La seconde forme fondamentale scalaire est 'application
B: TN xTN — C®(N),
qui vérifie pour tout X, Y € T'(N)
AX,Y)=B(X,Y)v ie g(AX,Y),v)=BX,Y).

En particulier grdce a la proposition on sait que B € Tensg(N) et que B est symétrique. En particulier

nous noterons dans des coordonnées h;; =B (%, %) =Bij.
De plus comme B est un tenseur nous pouvons prendre sa trace, ce qui nous définit H la courbure moyenne

ainsi dans des coordonnées

H =Trace(B) = gijhij.

Comme B est un tenseur dans TensO(N) on peut grice a g le représenter comme un tenseur Tens! () C'est
2 1
a dire une matrice ou une application linéaire qui est appelé 'opérateur de Weingarten.

Définition/Proposition B.3.1. Opérateur de Weingarten
On définit L un endomorphisme
L: TN — TN
X — -V XV ’

qui est symétrique et qui vérifie pour tout X,Y € I'(N),
g(L(X),Y)=B(X,Y). (B.3.1)

Démonstration. On sait déja qu’il existe un unique endomorphisme L: TN — TN (i.e L€ Tensi) vérifiant
(B.3.1). Il nous reste a faut montrer que L(X) = —Vxv pour tout X € I'(INV). Pour cela on commence par
montrer que pour X € I'(IN) on a Vxv € TN, or on sait que ||v|]| = 1 et comme V est la connexion de Levi-
Civita
0=X(gv,v))=2g(Vxv,v) =0,

donc —-VxveTN.
Comme v, €T, N+t et d’aprés 'équation de Weingarten 1i ona

g(_vXV) Y) = g(A(X) Y))V) = B(X» Y))

d’ot1 le résultat. O

On étudie maintenant la dérivée covariant de la seconde forme fondamentale, pour cela on montre 'équa-
tion de Codazzi.

Proposition B.3.2. Equation de Codazzi
Pour X,Y,Z €T'(N) que l'on a étendu en des champs X,Y,Z €' (M,N) on a sur N

g(R(X,Y)Z,v)=VY¥B(X,2) - VYB(X, 2).
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Démonstration. Pour X,Y,Z e I'(N) que 'on a étendu en des champs X,Y,Z e€I'(M,N) on a

VxVyZ=Vx (V¥ Z)+Vx B, 2)v)
=V¥VYZ+B(X,VYZ)+ X (B(Y,2)v+B(Y,Z)Vxv.

De méme
VxVyZ=VYVYZ+B(Y,V¥Z)+Y BX,2)v+B(X,2)Vyv.

De plus VY'Y -V X = [X, Y] donc B([X, Y], Z) =B (VY Y, Z) - B(VY X, Z) ce qui donne
VixnZ =V y Z+B(X,Y],2) =V} y,Z+B(VYY,Z)v-B(V{X, Z)v.
Ainsi ceci nous donne que

R(X,Y)Z=RY(X,Y)Z+XB(Y,2)v-B(VYY,Z)v-B(Y,V{Z)v
~Y B(X,2)v+B(V¥X, Z)v+B(X, V) Z)v
+B(Y, Z)Vxv-B(X, Z)Vyv

=RV (X,Y)Z+B(Y,Z)Vxv-B(X, Z)Vyv+ [vyB(X,Z) ~VYB(X,2)|v.
Or on sait que Vyv,Vxv,R?(X,Y)Z € TN et que ||v| = 1 ce qui donne le résultat voulu
g(R(X,Y)Z,v) =VYB(X,2) - VYB(X, 2).
O

Par la suite nous ne nous intéresserons plus qu’a la seconde forme fondamentale scalaire ainsi on notera
A=B.

B.3.2 Cas particulier des hypersurfaces de R"*!

On s'intéresse maintenant au cas particulier ot M = R"*!, C’est a dire on considere (M, g) une sous-variété
de dimension n de R"*!. Tout d’abord on utilise I'équation de Gauss (B.2.2) pour montrer le lien entre le
tenseur de courbure et la seconde forme fondamentale de M.

Proposition B.3.3. Soit (x!,...,x") un systémes de coordonnées on a alors
Rijki = hithjx — hixhj

Démonstration. On utilise simplement le tenseur 1’'équation de Gauss (B.2.2) et le faite que le tenseur de

courbure de R”*! est nulle. On a ainsi
R~-—(R(a 6)6 6)
ikl =8 oxi’ dxJ” axk’ ax!

:<A(i’_)V)A(i)i)v>_<A(i)i)V’A(i’i)V>

oxi’ ax! oxJ’ oxk oxi’ axk oxJ ox!
=hjlhjk(v,v)—h,~khjl(v,v)

=hjihjk — hixhj car [lv|l =1.

Remarque B.3.1. Comme on l'a vue dans la remarque (B.1.2), avec la notation d’Hamilton on a
V,’VjT—VjViT:R*T.
Ainsi grdce a la derniére proposition on a

ViViT-V;ViT=Ax AxT.
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Il nous reste plus qu’a étudié la dérivée covariante et le laplacien de la seconde forme fondamentale. Pour
la dérivée covariante nous avons montré déja I'équation de Codazzi, qui nous donne dans notre cas parti-
culier :

Proposition B.3.4. Equation de Codazzi
PourX,Y,Zel'(M) ona
VxA(Y,Z)=VyxA(Y,2Z)

Ce qui donne avec (x',...,x™) un systémes de coordonnées
Vihik=Vihji=Vihij

Démonstration. Lespace ambiant est R”*! et son tenseur est nulle, ce qui donne le résultat pour la premiére
égalité. O

Les derniers résultats que nous aurons besoins sont les identités de Simon, qui nous donnent le laplacien
de la seconde forme fondamentale. Pour la deuxiéme égalité on utilise aussi la symétrie de A.

Théoréme B.3.1. Identités de Simon

AA=V’H+ HA*>-|A? A (B.3.2)
1 2 _ 2 2 3 4
EA |AI? = g(A, V2 H) + |VA[? + HTrace(A%) — | A| (B.3.3)

ol dans un systeme de coordonnées les coefficients de A2, et A3 sonthl?j = hilglshsj ethf’w = hukgkihilglmhmv.

Démonstration. On commence par montrer la premiere identité (B.3.2), pour cela on considéere des coor-
données normales en p que I'on notera (x',..., x").
Ainsi dans ces coordonnées on saitqueen p :

Ahij=g" (ViVihi i =TV hij) = 81 ViVihij = ViVihi;

et d’apres I'équation de Codazzi (B.3.4), on a Ah;j = Vi V;hy;.
Or on sait que :

vkviA:vk(ai(hj,)dxf®dx’+hﬂvi(dxf®dx’))
=040 (hij) dx! ®dx! +0;h;1 Vi (dx’ @ dx') + 01V (dx! @ dx!) + hj V4V (ded @ i
On en déduit donc que :
ViViA—V,V A= [Vkvi(dxj ®dx)) - V;V (dx/ ®dx’)] hji
= (VkVidxj) ®dux! +dexj ®Vl~dxl +V,~dxj ®dexl +dx/ @ (Vkvidxl)
~(ViVrdx/) o dx! - Vidx! ©V;dx! - V;dal © Vi di! - dx/ @ (V;Vid') |y

= (Vkvidxj —V,-dexf) edx' +dx'e (Vkvidxl —Vivkdxl) ] hjl

=| Riimz 8™ dx® ® dx' + Riimz g™ dx! ® dx® hj, d’apres[B.1.1}
Ainsi, en p d’apres les coordonnées normales on a :
ViVihij = ViVihi; =Riimk 8P hpj + Riimj 8" hika
=Rkipk hpj + Riiaj Pra
=hgj(hkkhip — hikhip) + hia(Ricjhia — hijhpa) d’apres (B.3.3)

Ainsi on obtient,

Ahij =ViVihgj+hgj(hichig — hikhip) + hia (hijhia — i jhpa)
=ViVjhgr + hgjhiihig — hgjhichig + hiahijhia — hkahijhpe  par’équation de Codazzi .

Or dans les coordonnées normalesonaen p :
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. H=g"hjj=6;jhij = hii,
VAP =gl g hichj =68 kihikhji = hixhir,
: hfj = hi18'™hmj = hit6 mibmj = hithyj.

Ce qui donne:

Ahij =¥V jhig+ hight, ;= hij | AP + Hh; - hikhij
=V;V;H~h;j|A” + HR;,
de plus étant dans des coordonnées normales V? jH =V,;V;H donc on a bien le résultat voulu :
AA=V?H+HA?>-|A* A
Montrons maintenant la deuxiéme égalité (B.3.3).
On amontré que |A|* = (h;;)* et comme on est dans des coordonnées normales A(h;)? = ViV (h;;)? ainsi:

1 2 1 2
EA|A| IEA(hij)

=%vkvk(hij)2
=(Vichi )+ hi jViVih;;
=(Vihij)* + hijAh;;
=(Vehij)? + hij (V2 H = hij | AP + Hh, ) par[B3.2]
=(Vihip)? + hijViH+ Hhjhi; - | Al*
Or dans des coordonnées normales on a,
Trace(A%) =g"Vh3,
=6 uvhukg* hirg"" iy
=hukhiihiu
=Rk (i1 8" )
=hurh,,.

Comme g(A, VZH) = gikgflhijV?dH: hile?jH, on obtient donc:
%A |A® = (Vihij)* + g(A, V2 H) + HTrace(A®) — | Al*
Il nous reste a vérifier que (Vi h; ]-)2 = |VAJ?, or on a par définition,
VAP = g(VA,VA) = g¥lg'"g/"V i hi jV hyy = (Vichi ).
On a donc le résultat voulu. O

Lemme B.3.1. Soit M une variété compacte sans bord de dimension n et p: M — R une immersion, alors
on ne peut avoir A =0 sur tout ¢(M).

Démonstration. On raisonne par I’absurde en supposant A = 0. Soit p € M et U un voisinage tel que dessus
on ait des coordonnées notées (x!,..., x™). Soit q € U, pour tout Y € Ty @(M) i€[l; n]l,ona:

g-V5"v,Y) = 40;,Y) =0
Ce qui donne 0;v = Vg_“v =0, ainsi v est constant sur U. On a alors,
0 0 O0p
EP™ (@, v(p))) = EY] (e@,v(g)) = <E(6/),v(q)> =0.

Donc g — {¢(g),v(p)) est constante sur U, ainsi ¢(U) est inclus dans un plan.

Par compacité de ¢(M), ¢ (M) est inclus dans un nombre fini de plan donc dans un unique plan P. Or, on
sait que @ (M) est compacte donc fermé dans P, si ¢(M) est ouvert alors par connexité de P, ¢(M) = P o
@ (M) = @ ce qui est absurde. Ainsi ¢ (M) admet une frontiere donc un bord ce qui est absurde. O
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C Exemples de variétés

Lobjectif maintenant va étre de calculer les quantités géométriques dans 2 cas différents, ceci nous sera
utile dans la deuxieme partie. Nous nous intéresserons surtout a la seconde forme fondamentale et la cour-
bure moyenne.

C.1 Graphe d’'une fonction

On considére M une sous-variété de dimensions n de R"*! qui est localement décrite comme un graphe
d’une fonction. C’est a dire qu’il existe un ouvert U de R”, V un ouvert de M et f: U — R une application
C* telle que

MnV=A{(x fx) | xeU}.

@: U — Rn+1

—  (x, f(2)
On note (x',...,x") les coordonnées sur U, on a donc pour les coefficients de la métrique

g,.=<6_<ﬂ 6_¢>=51+££
Y\ oxi’ ax/ I xioxd”

AinsiM NV =¢(U) ou est un plongement.

De plus on sait que le plan tangent a M est engendré par (%, s, g%) ainsienp=(x,f(x))eMnVona
TpM={(h,(Vyf,h)) | heR"}.

Ainsi soit ve T, M* on apour tout h € R",

0= <V’ (h)<vxf7 h>)> = Z Vihi +Vn+l Z _lh'l
i=1 io10x

(Vf,-1)

VI+HIVF

On prend donc comme vecteur normal v = — . On peut donc calculer la seconde forme fondamen-

tale de M 3o 8 3
n+l
hij= AL, 28 = <v“§;¢ i,v>,
0x' oxJ o 0xJ
R 0p _ ¢  _ o’f .
OronaVi, 37 = gm0 = (x, axiaxi)’ ce qui donne

oxt

1 0°f  Hess;;(f)

hijz iae] .
V14|V PR v

Pour calculer la courbure moyenne il nous faut inverser la matrice n x n qui a pour coefficient les g;; =

j Of 0 . i i j of 0
(‘5{ + a_;{;a_;g' or on remarque que si on pose g/ = 5{ - Téfﬁa_fiﬁc ona
e 1+(6f)2 1 (6f)2 1 (6f)4 1 (af af)2
' oxt) 1s|vrP\oxt) ra|vpP\oxt) i1+ |vp)? \ox axk
_ +(0_f)2_;(ﬁ)2_ﬂ(£)2
oxt) 14|vfPl\oxt)  14|vr|? lox!
=1.

69



Etpouri# jona

- of of 1 of of of
gt =y [BTBT (O] (1 (90 Brds o or [, (5]
gt = : L
iz L1+ |v | \oxk ox') J1+|vfP 0x'0x] 1+|vf[
k#j
ar\3 af af \3 ar
Ly | B (o) s e a, or or (o) o
iz L1+ |VfP\oxR ) 1 e wr? 1+ |vP 0xTox] 14 v
k#j

V> of of 1 of of  of of

1+|Vf[?0x 0x)  14|vf|? 0x' 0x)  0Ox' OxJ
=0.

On a donc pour la courbure moyenne

H=g"hy;

_ (6]..— 1 0f of | Hess,(f)
i\ 1+ |vf|? 0x! Ox] JieIvrE
_y Hessii(f)  Hessij(f) of of

i,j

E\ 1|V

2 Sﬁaxj
Vi vsP)

Af _ Hess(f) (V£,Vf)

Viest (o)

. . 2 . .
ouon anoté Hess(f) (X,Y) =} ; jHess; ;(HX'Y/ =}, ; %X’ Y/,
De plus on peut remarquer que

Af _Hess(f)(Vf,Vf):d, Vf

= 1v
V1+|vrP (,/1+|Vf|2)3 1+ V7

C.2 Courbe de niveau

On considére maintenant une variété qui est localement décrite comme le zéro d'une fonction, c’est a dire
soit M une sous-variété de dimensions n de R”*! telle qu’il existe U un ouvert de R™*! V un ouvert de M
et une fonction C*, f: U — Rtelleque Vf #0sur U et

MnV={xeU]| f(x)=0}.
On écri _ N n e . _ _(of of | _
n écrit pour z€ U, z = (x,y) ou x e R" et y € R, ainsi f(z) = f(x,y). Et on notera V. f = (W""’W) =
(01f,...,0nf) les dérivées de f par rapport au n premieres variables. Comme sur U, V f # 0, on peut suppo-

ser que pour tout (x,y) € U, 0y f = % > 0.
Ainsi par le théoreme des fonctions implicites, quitte a réduire U, il existe W un ouvert de R", I un ouvert
deRetWV: W — [ telle que

MnV={xeU]| f(x)=0}={(x,¥(x) | x€ W}.

De plus on sait que

of -1
V¥ (x) = - (5 (x,‘I’(x))) V. f (x,¥(x),
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et on a deja vu que pour les graphes on a pour la courbure moyenne sur M NV

AY Hess(W) (VVY,VVY)

VISR (i)

Il nous reste donc a exprimer les différentes dérivées de W en fonction de celle de f, pour cela on sait déja
que

of -
0;¥(x)=- (6_ (x,‘I’(x))) 0if (x,¥(x)).

eta2 f— L -——, on a (ol1 on ne note pas que f est

Pour les dérivées secondes, que I'on notera 62 V= axTay

évaluée en (x, ¥ (x)))

Oxlaxl

0% f+02 fo;¥
2 Y APV S P 0d?
A W f[6]'1f+6]g6wf
2 2
— ajlyf af_ aiyf a f_ f+ ay’lf af
@y,N2" @,n¥ f %js @y )2 77"
Ce qui donne pour le laplacien de ¥
A‘P=——Af+ aiyf 22 503 ! =Y 0?05, f
9y f oyf (6 f) y (6yf) i=1 ’
__1 of 5 . I
- ayfAf+a f yyf Z(ayf)zazyf @ f)3 yyf

et pour la hessienne de ¥

Hess(¥) (V¥,VV¥) = @, f)ZZa if0; fa
(ayf)sz if0;f0;;f+ 5= f)4Z(0 i1)°9,105,1 - f)s 07 DO 0070 f
(ayf)g 2010, [0S+ f)4(|Vf| ~0,f) )Za £82 f-(ay’%; (197 - 0,07
=~G f)3 Hess(f) (Vf,Vf) - (|a ];J)S 5, f + g; j]i';a;yf (|a j;J)4Za f0,f.
Et en utilisant que v/1+ W% = /1 },onadonc
AY Hess(W¥) (VYV,VVY)

VITIVIP (vizwer)

3 Hess(¥) (V¥Y,VY)

_aJ’f|f| w}’f) | |3
Af Hess(f)(Vf Vf)+ ay,yf 2 e Wfi f_(ayf)z ;
AT P v VA&, TG, u v /7 Oy
|Vf| ( J/f)z yyf_i G

(a V)2 yyf v f|3 yyf_ W v

_Af Hess(N(V/,V/)
V/] e

De plus on peut remarquer que

Af | Hess(D(VAVS) _ oo (Vf)
Y vrP v/l
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Et on a pour le vecteur normal
(V¥,-1) Vf

VI+IVeE VS
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