Groupe cpemik Sux Un ensemble . Exemfles et applicabens.

(adte = 6 UN graupe, X un ensemtie

I Acbions et formule des classes
A Acbans de gupes
DeLL: Gore a gauche surX Sl exste Wie gppidbion GxX— X
tele que (.23 Q- x
eg-(h-X)= (M- pour T8 ghe 6 ek xex
Xz x pour touk x€X.
Rem.2: On dehnit de méme wne acbion a dmxte .
Ex3 - L'abotnyided GQur X : §-x=x.

101

° (&S Somenes du pn akne operenk Sur & pan alhne .
:+ Sx (P Sux X par O.xc = 6 ().
Th.DEE.L: A e &hon G Sur X covespond le morphusime Structusel
Q: 6—b Sx  aRL GlO=9-x
0> G
&5+ L'akion Anvidle comespond sy morphisme tivial gi-v € .

SWE &t (echP -

2. Onbite et stabilisateuc
02 F: (On appelle StabliSateus & x 'eenbe 6= {ge 6/9-x=x).
L'acion &k dite lbre si Gx = {€} paur 4ouk x € X.
&8 Das Topérabonde G Sux X= 41,0} s G Say -
RpA: Sit §: 6—> S, we acben de Gsur X - Le noyou de @ est alors
Ree P = xQx Gy .
DéE.10: On appelle orbrte de x e Sous-ensembe D= {9z /ge GY
Lackon est dite transitve §'ll exste exactermenk e orbite dang x
Rem. (1= Une acbion est tansibive sur chaque orbite .
brp.I£: Sort G OPEME U x. (B relabion ~ deAnue ur X pad L~y

=y x ey (e 3ge 6/ 1z 9-q) &St we relaton d'équivalence
dok les dasses d*equiialence sonk les ocbites -

Bef.€ - Ure achon de grouges st die Rdele S le moiphusime Shructud

les orbites fonmenk wne packihon de X - Oy a alors lX"—-.é\—Q-n-\ :
Th.13: Sott G opérank sur x. Alors, pour toos 2,qe X, on a
Xy = Gx ¢ Gy SOt coyugues dans P(G) (5 paches de G)-
06F.1u: Le stus-ensemble des poinks fixes de X pac ['ackion de G X
&5t x6:z {xex/gx =x powr fut ge ¢} .
Rani5: e XCz facex /6= 6) = {xex /= {x}} |
s Sv (' acbon est tansibve , X6 = ¢f.
EX16: Soit ¢S, et S X= 41,8,3,6). Alors -
251 0= LUa3)y, xb= [4) .
506 LUDBEY, XC= g -

3. Formule des dasses et consequences
.1+ Sok Goperank X Rurtub x eX,00 a 10 l= (60 Ga) .
Depi8: Un Goipe 3 N démerts ayank & casses de anuigaisn &tdondied]-
.14 (Fomule s casses ) Cn Sugiese G et X hinis- So 6
operank Sur X S0 X= Y Ny, o5HA pachition de Xén o(b-."reg,&(od

3 = ST
XI= Z 1 xl = £ (6:6:) = & 76

(0rd0: (Fommule de Bumside.) Soienk ge 6, X9 'ensemble des points
fixes de X sous 'acbon de <95 - Aloy le nombre  des orbites & X
Sous l'achon de 6 &t 1= ’IJGTQE:G’XQL |
App.Al: S G est un sas-goupe Aink non 4ival de SO5 (R s wtabons de
R alos 6 %4z ,0m, AL S, cuAs (powr m2a).
Ao 92 Sion dispose de & peres magenta, 3 pares cyan ek d peres Rak,
A0B on pedk faire 36 Cliess AFemats.

G p-grupes
0EF.23 : Soit p premwec (Ln pgroupe estan gaupe donk (otre de fouk
Bément ost e puissaice de P-
Exdl: » 6= {e} p-groupe \p premer.
o Dy, oSk Uy R-groupe hna-




Rrop.A5: St 6 U pgroupe. agisSonk Sur XL Alos 1X 124 (p) . | DER4d: LS (lasses de cayjugakson powries ensembies de matvies s appdt
fp-3b - (Theoreme de Cauchy ) Si G e avec pl161, o il existe| €5 U255€5 (B Simuletude .

S un Gément Qe G d; 43 Bl () agit ur l'ens trices diagonalisabes W € par]
3 mons Un Bemeint ge & dndlre p. Ex.43: Gl () agit Swr l'ersemble des ma es i _
(5.3 l l(m p-Qrouipe g,f%,x uﬂc;ﬂfmp Aind donk 10 o3t ung uisng conjugaison - La classe Simelitude dunemalice A esk1y= 4P/ PE EL(C)}.
kP \ DS e Soit G perant Sur X Onpppelle ivBnank pour Cette ction Unezp
Pup-38: Soit G an p-groupe Anc . Alos Z(e) # (e}, plicalon Sur X constonte S chaque orbite . L'inenant &t dit total

. s\l x Blaurs dufSrentes S dewx Obtes dishnctes.

) Acbions classiques et théone des gaupes @ﬁid?wfﬂ@ﬁmmw de smditude pour €5 Madnces dia
4- Acbion pae transiahon Goralisanies - Le polynome mindmal est wn indnait, Mis pas fotal

0.0 Un gouge G agt Sur lug-mBme por hanslabion & quche:| 3. Groupes de Sylaw

Oox6—=> 06, (oM reg-n=gh DB 46 : Soit 161=0, pln premier. Si n=p*m, prm, aors cappelle p -

Pop 30 (ggtleX; I'achon est hdde Ubre €L fansihve - Sous- gioipe e Ylow de 6 un LuS-gmpe de adenal p*.
A5t {Théorémde Cayey ) Teuk goupe And dorlce n esk iso|Ran &3 - Sestunp-ggde Glow = (6:5)~p= 4.
mophe 3 un Sous- groupe fansikt de S, - ©.48- Soit 6= GLy (%), 161= mp™E”. Alors un p-5 b Syl de Gest

Y58 Pl ok W6, 6 plre ensitvenenk gauche S G| lniamde des maivies hiongibies spénues sickes.

=2 Gopere sue 6 (e des parives de 6) e fransiabion. [Tl (Tréorenes de lox ) - Soik G Ak ek pl (6T pramir. Aoh|
&.- Action par coyupasen G ek 3u Moins in p- Su3-groupe de YYlow.

D¢t 3% - (n goupe G epéte Sur (i -méme pas coyugaisen (au pac |« Sor 6l =n=p*m, pxm. Aors leg p- Sylows Sonk fous conugués ;

ADmOphiSTe teneus) : 6x6—6, (g —egh= ghg.  [leurnombre Rdiisen & Rel (p) dae Rim.

D2F.35 - Dans (e Gas, kes orbites s gppellent les classes de coyuganson [0S0 Si S estunp- Ylaw B 6, o5 S46 & Seak lwiugpe p-YYlaw .

¢k b shabilisatewr s appelle ke entralisatews, noté 7 . &S (In goupe dorde 65 nest pas sinple .

P 36 - Z5(€)= G dine I'action nest armavis Uibre . De plus, elle n'est |25 Tk goupe Simple d'ordve €0 &t isamomphe 8 As -

n I\fje\‘é', A franshive QL 6% 46} | . m:‘-‘ Act\ORQ W @mﬂalence et Oag(um

Bp5?: 08 % < o dase de Coypason est Agh. | akion por quivalice K 6, G = GLaG) x Gly(K)

DeF 58 : Deux Sous-oupes de G SOk angigues siksppadientert SRMEYNGE 53 . pire sur M, (1K) pac gpuivalbnce via agplication

AItite & flaion e 6 Sur lenSeinde & 525 S9 pa BUGOSAN - 1770y 1y —p ), ((PG),A) o (0Q)-A= PAQ™".

02t 30 - Le stabilisateus dun Sg de G 5 appelle e nomalisatour puc @hel © | '

Dap. 0:HA 6 <> H &% Un poink fixede 6 pour cale achion . atbion. [RE:4 - LOPReC@ A st 1= [ (R o)A /P cec) - {6 1o, 00/95- 1)

| Orp.&l : 6 =2(6) powr ['Ahon de Cayugpison . Le stabilcsateus de Aest Gp = {(P,Q1E G / PAQ" = A},




o]

Ex 55 Notons Toae = (?@)}m‘ Alois e stablisateuw de T o.¢ &t

A e .
P:(QS),Q—.( o [f)) @ AEHR),B.CEMom-r I xMh . (K), Diet, ., ()}

0.5 A8 (1K) sk dos la méme orbite <> A =g B.
Rem.5F: 00 & 10,0z 161/16a) = | Glen (K x Gla ()] /1 Gal.

{. Abon par congruence

DEF.58 : Gl (k) agit pBx congruence S A (IK) (MBhvices gymetnuies) via
(aplicabon B EaKI<A KD LK) , (P, &) > P.A = PA'P.

ThRA: S K=C Na=04 > @A =109 A

SK=R, Q=N > A=gA e AN Ok Meme SignatLue,
SUK= G, 4z xS A Ok e Meme dSminaik et meme 2ng
Ex€0. Nz = [Se F,(R) / ¥oxe R0}, xS0}

Ex.6l: 61 = {Pe Glo(®) /PP=T,} = Dr(R) le Gruupe orthogonal .
(Lo e (Bipecif QiR Dtk pg>d i pas dishich
Alors (%)(%}; (3 T an (¥ este ynhde de Legendse -
H] ACBONS Sux s espaces \ectonels et ahnes

A Represenkabons Linéaires

—

it Vun €-ei de dimension Ane .

DEF. 63 - Une repréSentabion neawre de G dans V est la connéed'wn
morphigme P G—o GL (V).

F.¢ - Le rackee Xy de P et I'aplication Xp: GeG o Te (P ed.
Ex.65: LB rep@sentabOn réguliére : ¥Se 6, fulS) - K [6) —v iK (€],
Fro 8 k.

D6k.6 - UUne Sous- représen tation de p &t ne @pésentation ¢ -
G GLIV) 03 V' &8 Un Sov e Vv O)- Stabe NQ€ G, et telle que
PG = P'(g). Une fepieSentabion est intéducbible §i elle n'adimet
acure s -epreentahon non twidke -

Nop.61- Teuke eprgsentahon peut Sécnte comire Somme de mepfe-
Sergabons ineduchbles. (Théoreme de Maschke.)

Th.68 - Deux rgpfésentations sordt ionomes (= ellis okl méme camackére.
Ap-6q - Tabe de (axactems de S -

4 Tsoméhies

NEF.30. On appelle espace alkne un ensemie & sur lequdl le grupe aiRE
(€, dun v it 3 doite , Harmsitvement 2& libremert -

R : Legrmupe Is (X) des sameivies e XCR> est le s gmupe s
soméhies de I'espace afhre euclichen R® qu stabilisent X .

Ap- 1= On peut Faie agir e grupe Ts (A,) ur [eembe S= {r,8¢,b)
des sommeks de A, ou A, céSigre le fetaddre: @:Is(A)—> S, -
Ohados le: 9 =® gjs
T Is(a) =S, e IS (A) A, -

Apo 34 = On pouk Paie 291 Is (G) Suc 'ensemible Ad,,D: D3, b} =D
cbs grandes diagonales de G, ai C désigrelecube = @ Ts(Q) o S, .
Oh & diors le- 9—>Gp
T35 I (Q) S, ek Ts(Q)~ S x %5, -




T [Tenpositon|bouk-texsesita] 3-cycles |4-wycles
A 6 3 3 6
/X«Q A -/ A A -
% | 3 4 -4 0 iy
Xy | L O oL -/ o)
%Xe |3 -/ -/ O 4

Refecences -

* (s, Elbmonts detheone des Qvoupeg

o Uver, Théone des Gruuupes
e fervin, Caurs d'algebre —
+ Py, Lolgebre discete el

anshormée de Founes — Representahons

"\‘H&GQIetIi:

T LY
ACEonY suc les Tmé bipe
E!\a)\\ _Qp IU:,U'\(‘_)

+ Combes = collies de poces

def. de l'ecpate
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