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0.1 Théoréme de Kronecker

Théoréme : (Kronecker) Soit P un polyndme qui vérifie la propriété J;, sui-
vante :

- P& Z[X] et est de degré n.
“P=X"4+ g X"+ ... +a, avec a, # 0.
- Les racines de P dans € sont de module inférieur ou égal 4 1.

Alors les racines de P sont des racines de Punité.

Démonstration. Notons «;, 1 < 7 < n les racines de P. Les relations entre les
coefficients g; et les racines o; donnent une majoration des coeflicients de
P. En effet, comme Vi € {1,--- ,n},|ay| <1 on trouve

laa] = lonlon, -+ )] < @

(noter qu’on a changé I'indexation naturelle des coefficients donc on n’a pas |ax| =
Ianon—kl)

Soit R(X) = X"+ b X"+ + b, un polyndme vérifiant J£,. On a donc pour
tont 1 < k < n, |b| < (). Par suite, b; prend une des 14 2(}) valeurs

n n
—(k): :“’"1:0!1)"' :(k)

et ensemble §),, des polyndmes vérifiant la propriété J¢, est fini car de cardinal
majoré par [[r.;(1+2(})). Considérons les polynomes :

Py(X) = f[(x ~of)eCX] e QX)) =X'-Yez[XY]

=1

pour k& € N*, On considére le résultant Ry(Y') en la variable X des polynomes P, = P



et Q1 (X):

1 1
o
: 1 0 1
R(Y)=|"
HY) an, a; —Y 0
Gn -Y
L’écriture de ce déterminant montre que Fj est un polyndéme {en la variable Y) a
coefficients entiers. Par ailleurs, les racines de P, sont ¢, -, @, donc par le lien

résultant-racines on a
Ri(Y) =[] @F () = [[(ef = ¥) = (-1)"F(Y).
f==]1 i=1

Ainsi, les polyndmes Py sont unitaires 4 coefficients entiers donc vérifient la propriété
JE, puisque 0 < |of] < [oy] < 1. Comme V'ensemble {2, est fini, Pensemble Z, des
racines des polyndmes dans €2, est lui aussi fini. Soit ¢; une racine de P. Par ce qui
précéde, on a une application
CNY— Z,
Yk o

qui est non injective par le principe des tiroirs : il existe deux entiers 1 < r < s tels
que o = af de sorte que o " = 1. Par suite les racines de P sont des racines de
I'unité, ]

Corollaire : Soit P € Z[X]} un polynéme unitaire. Si P est irréductible et que
ses racines dans C sont de module < 1 alors soit P = X soit P est un polyndme
cyclotomique.

Démonstration. Supposons P # X. 0 n’est donc pas racine de P car celui-ci est
irréductible. Ainsi, par le théoréme de Kronecker les racines de P sont des racines
de I'unité : IN € N tel que P|X¥ — 1. Or la DFI de X~ — 1 dans Z[X] est

I 2«(X).

diN

par irréductibilité des polyndmes cyclotomiques sur Z. Donce P = ®4(X) pour d|N.
0

Lecon : 143, 144, 152.

Référence : Szpirglas.



0.2 Irréductibilité sur Z des polynémes cyclotomiques
O q

Définitions : On note U, 'ensemble des racines n-iémes de 'unité et
9
Ul = {ea:p(%?i)lo <k<n, pgedlk,n)= 1}

I’ensemble des racines n-iémes primitives. Le n-iéme polyndme cyclotomique est le
polyndme défini par '

ea(X) = [[ (X -0}

¢evy,

Théoréme : 1) Les polynémes cyclotomiques sont des polynémes unitaires a
coefficients entiers. De plus, on a

deg(®,) = (n) e X"—-1= H@d(X).
din

2) Pour tout entier n, le polynéme cyclotomique @, est irréductible dans Z[X].

Démonstration. 1) Le degré de @, est donné par deg(®n) = card(U;) = p(n). De
plus, on a

xt-1=Tfx-0=]] II «x-o=]111x-9.

(€pn dlﬂ {€pn d|n (Eng
¢dlordre d
=$a(X)

Montrons par récurrence sur 7 que @, est unitaire a coefficients entiers.
Initialisation : On a ®;(X) = X — 1 qui vérifie bien ces propriétés.

Hérédité : Supposons démontré le fait que pour tout m < n, les @y, sont des po-
lyn6mes unitaires & coefficients entiers. Le polynéme @, est donné par la division
euclidienne suivante, dans laquelle, par hypothése de récurrence, le diviseur est uni-
taire & coefficients entiers et le reste est nul :

xt—1=| [ @aX)} x2a(X)
dn,d<n

ce qui permet de conclure car d’une maniére générale si A(X) et B(X) sont & co-
efficients entiers, et si de plus B(X) est unitaire, alors le quotient et le reste de la

3



division euclidienne de A(X) par B(X) dans C[X] sont dans Z[X] (on fait la d.e
dans Z puis on dit qu’elle coincide avec celle dans C par unicité).
P\A',Ml:u&
2) Soit ¢ une racinen-iéme de 1'unité. On considére

10) = {s € Qix)g(¢) = o}..

qui est un idéal de Q[X], c’est donc un idéal principal. On note f le générateur de
cet idéal dont on montre aisément qu’il est irréductible.

Le polynéme f(X) divise X™ — 1 (dans Q[X]) puisque X™ — 1 € I({). De plus,
F{X) est unitaire & coefficients entiers. En effet, les facteurs irréductibles de X" — 1
sont, 4 coefficients entiers par le théoréme de Gauss : en effet Z est factoriel (thm
fondamental de Parithmétique) donc Z{X| l'est par le théoréme de Gauss. Par suite,
X" — 1 admet une écriture de la forme a x P --- P, avec a € Z et les P; € Z[X] irré-
ductibles sur 7 et unitaires. En particuliers ils sont primitifs donc irréductibles sur
Q par le théoréme de Gauss. Enfin, a = 1 car X™ — 1 est unitaire et cette DFI dans
Z[X] est donc la DFI de X™ — 1 dans Q[X] par unicité de sorte que f(X) € Z[X]. 1l
existe donc un polynéme h tel que X —1 = f(X)h(X) et h est unitaire i coefficients
entiers puisqu’il est obtenu comme dans 1) par une division euclidienne dans Z[X].

Démontrons par ’absurde que si p est un nombre premier qui ne divise pas n,
alors (7 est aussi une racine de f. On sait que (¥ est racine de X™ — 1. Si (P n’est
pas une racine de f, ¢’est une racine de h donc ¢ est une racine de A{X?). Par suite,

f(X)]h(xv) il existe g € Q[X] tel que A(X?) = F(X)g(X). On a g € Z[X] (ts le
méme argument). En réduisant modulo p on obtient

R(x?) = FXY = F(XO7(X)

Il s’ensuit que f(X) et A(X) ont un facteur en commun noté¢ {(X) dans F,[X] et que
X" —T1 = f(X)h(X) est divisible par {(X)? : X* — T = I(X)*k(X). Vu que p est
un nombre premier ne divisant pas n, le polynéme dérivé nX™! est non nul et est
divisible par {{X) :

n X = WXVPE (X)) + 2 (XU X)k(X).

On voit donc que {{X) devrait étre une puissance de X ce qui est absurde car 0 n’est
pas racine de {(X).



Nous avons donc démontré que si p est un nombre premier ne divisant pas n,
alors (P est aussi une racine de f. Mais toutes les racines primitives n-iémes sont
obtenues & partir de ¢ en élevant 3 des puissances p-iémes, pour des nombres premiers
p ne divisant pas n (en effet, {? est une racine primitive n-iéme de l'unité s.s.i
pged(g,n) = 1 et si on écrit ¢ sous la forme ¢ = p;- - p. la condition équivaut &
la condition : pour tout 1 < j < », p; et n sont premiers entre eux). Par suite, f{X)
et ®,(X) sont unitaires et ont les mémes zéros. De plus, par construction, ¢,(X)
n’a que des racines simples et f(X) divise ®,(X) donc f = @,. On a vu que f était

irréductible donc il en est de méme pour P,,.
O

Lecgon : 120, 141,

Référence : [Szpirglas| Pearson algébre L3 p 599-601 .






