






Développement : Simplicitê de,9Os(R)
Binome : Léo Bieorgne et

Prêrequis : -'

- Réduction de O,(R) : Si M e O,(R) alors il existe P e OnR t9l^.q* P .'!(! soit diagonale pa'r blocs, chacun

des btocs étanr d'une des trois formes suivantes : -1,1, (?;ii\ -;:8') pour d € R'

- corollaire : ,9O"(R) est connexe par arcs'

- ,SO"(R) est comPact.

- Si ü e O,(n) siabilise un sous espace H alors il stabilise aussi son orthogonal'

- O"(R) est engendré par les reflexions'

- Le centre de SO,(R) ne contient que des matrices scalaires'

Idêe des preuves :

- 
pa,r récurrence totale sur la dimension à initialiser pour n : 2- Puis montrer qu'il existe soit un plan soit

une droite stable.

- 
par récurrence sur la dimension. On prend o * "(") on compose à gauche par la réflexion d'hyperplan

(r - u(o))r.

- Ù" endomorphime qui commute avec un autre laisse stable ses sous e§paces propres'

La démonstration :

- Définition : Retournement orthogonal élément de so,(R) dont la réduction ne contient que des L et

deux -1.
- Ét"p" 1 : Pour n > 3, SO,(R) est engendrê par les retournements orthogononaux' Si u € 'SO"(R)

2k

alors u: f[Rrr.on montre donc qu,un produit de deux réflexions RH et Rp, et un produit de deux

i=7
retournements orthogononaux.
Soit F un sous espace de dimension 1 dans H î H' , on pose alors :

( rlF : -h,
| ,ir' : Rnlrt,
1 r'lF : -17,
[ ,'ir' : Rn4rt.

r est un retournement car rlFa est une réflexion'

Aüention dans la reférence il g a une erreur'

- Soit H un sous $oupe distingué non trivial de ^9Oe(R)'

- É;p. 2 : Si È contient un retournement, il les contient tous. Soit rp € -Él un retournement d'axe

D. Soit D, une autre droite. Alors il existe s e ,9Oa(R) envoyant D sur D'. Alors rp,' : srs-L € H'

- Étape 3 : H contient au moins un retournement'

Soith€.I/nontrivial.onposeulorr,d: ^9o3(R) I trçgnfrn-r1 sig€'9os(R)alorsshg-lâ-, e

I/ puisque H est distingué. Si 0 est I'angle associé au bloc de taille deux de th9-1h-i alors ô(s) : l*2cos(O) <

3 et il Y a égalité Pour ÿ : [.
Puisqul SO;(R) ist 

"oin"aeet / est continue alors /('9O3(R)) :: [o;3]'
Par l,absurde si a:3 alors, pour tout 9 € ,9OB(R), tr(ghl-lh-t): 3, donc ghg't\'-r : It (0 : 0)' Mais

alors h - 13 ce qui est exclu.
Donc o < B, donc il existe n € N tel que o < l+2cns(fi) < 3. Soit 9l'antécêdent d'un telélément, alors

gng-rt -, ot ,.r" rotation d'a,ngle fi. Ainsi, (ghg-tlft1; est un retournement qui est dans H'
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Soit G un groupe fini d'ordre pom avec p+rn'

Théorème O.L Tous les p-Sylou de G sont coniugués et si n, désigne leur nombre on a

n"=LIP|

nPlm

Démonstration o.L soit P et H deur p-slylow ile G. On toit ogir G par coniugoison

sur ses p-Sytow. Notons n le nombre ile conjugués de P et w(P) son orbite sous I'action

ite G. H en tant que sous groupe de G agit par restriction et si L désigne un p-Sylou d,e

G on note ws(L) son orbite pour l'action restreinte à H. w(P) se partiüonne en k sous

orbites pour l'action de H sur w(P).
On a la rclotion 

k

n:»lrr(R)l
i:l

Où Pi est un représentant ile la i-ème sous orbite'

On apourtoutir-{1;...;k}, lrs(fr)l ll[l donc lt'a(.Pr)l :7 ort'pll'n(Pùl'
Si W;(HI: I alois Pi: H . En effet dans ce cas H c N(Pc) donc H Pt est un sous

groupe ai à âo* lequel Pi est d,istingaé. Donc, par le deurième théoréme d'isomorphisme

on&
Hk/Pt- H/H n Pi

Et H P,i est un p-groupe et donc par marimotité ite H et P; on a H : HP;: Pt.

Si on opplique ce résultot ù H : P on obtient

n=LlPl

si H est quelconque on d,éduit de ce qui précèile gu'il existe i tel que p I lun@t)|.
Alors H : P.i et H et P sont conjugés. On en dûluit Tt: flp'

De plus " I lcl et n APo : L d'onc par le théorèrne ile Gauss :

nlm
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Théorème O.L 19 e 66'. Int(€.6),92 : i,d et

Aut(Éa) :19 ) Int(66)

On utilisera dans la démonstration les résultats suivants :

Si un automorphisme de 6o envoie une transposition sur une transposition, il est

intérieur.
A6 est simple.

Démonstration O.L Montrons tout d'abord que 66 cont'ient un sous-groupe d'i,ndice 6

ne stab'i,lisant aucun point de {1; ...;6}.
PGL(2;5) agit transitiuement sur F'(['r) (qui, a6 éléments). D'où une iniection d,e

PGL(2;5) (de card,inal 120) dans Éa dont l''i,rnage est un sous-groupe d'indice 6 d,e Éa

agissant trans'i,tiuement sur { 1 ; ...; 6}.

Construisons maintenant un automorphisme non intér'ieur de 6a.
L'act,i,on de Éa par translation à gauche sur 66f1g (de cardi,nal 6) donne un Tnor-

phi,sme de groupe
g: Ëa -+ 6o

C'est un isomorph,isme car son noyau est inclus dans N (le stabili,sateur de la classe N )
et cornme le seul sous-groupe distingué non triuial d,e 66 est 46, d'e cardinal 360, on en

d,édui,t que Ker(p) : {i.d}. Si dans ta bi'iecti,on entre {7;...;6} et 6al1 on assoc'ie la

classe de N à 6 alors g(N) laisse stable 6. Par conséquent, g ne peut être'intér'ieur. En
effet si, g:o.o-1 on a pour toutl e N, o1o-t (6) :6 et donc

t@-1(6)) : o-1(6)

Ce qui, est imposs,ible car N ag'issant transit'iuement sur {1;...;6} ne peut laisser stable

o-'(6). Ai,nsi g est un automorph,isnxe non intéri,eur de 6a. Montrons ma'intenant que

Int(É) est d''ind'ice2 dans Aut(6a).
Tout d'abord si Q e 66..1nt(6a), é enuoie une transposit'ion sur une tri,ple transpo-

siti,on (et réc,iproquement). En effet, soit r € 6o une transposi,tion. Alors $(r) est d'ord,re

2 et est donc une transpos,it'ion simple, double ou triple. Comme g est un isomorphisme



p(Aa) est un sous-groupe distingué non triaial et est d,onc A6. Par conséquent qft) ne

peut être une double tronsposition. Si toute transposition était enaoyé sur une transpo'

sition, S serait intérieur donc il edste r un transposition telle que SQ) soit une triple
tmnsposition. Si 7 est une tronsposition, 1 et r sont coniuguées, donc QQ) et Q(t) aussi.

Par consequent $(l et Q$) ont même type et SQ) est aussi une triple transposition.

Soit Q et ÿ e 60.. -Int(66) et r une transposition. ÿ(r) est une triple transposition

itonc $-1(ÿ(r)) est une transposition et Ô-"1, e Int(6a). Et Int(§.6) est d.'indice 2 dans

Aut(66).

11 nous reste mai,ntenant à montrer qu'il etiste I e 6o r /nü(66) il'orilre 2.

Soit p € 66 :. Int(6a). Quitte à composer à gauche por un outomorphisme intérieur
bien choisi on peut supposer que p(tZ}AS) : (12345) car 9Q2345) est un ï-cycle (il
est d'ordre 5) et tous les !-cgcles sont coniugués. On a de plus 92 e Int(§6) donc

3o € 66, g2 : ,i,nt, et o cornmute auec (L2345), dont le commutant est < (L2345) >
donc o: (72345)k et 95 conüent.

Références

[1] Daniel Perrin, cours d'algèbre.


