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Développement : Simplicité de SO3(R)
Binome : Léo Bigorgne et Joackim Bernier
Référence : Philippe Caldero et Jérome Germoni, Histoires hédonistes de groupes et de géométries page 237
Prérequis :
— Réduction de O, (R) : Si M € On(R) alors il existe P € OxR tel que P~ M P soit diagonale par blocs, chacun
des blocs étant d’une des trois formes suivantes : —1,1, (cos(O) —sm(@)) pour 6 € R.
sin(0)  cos(6)
— corollaire : SO, (R) est connexe par arcs.
— S0, (R) est compact.
— Si M € Oy (R) stabilise un sous espace H alors il stabilise aussi son orthogonal.
— On(R) est engendré par les reflexions.
— Le centre de SO, (R) ne contient que des matrices scalaires.
Idée des preuves :
__ Par récurrence totale sur la dimension & initialiser pour n = 2. Puis montrer qu'’il existe soit un plan soit
une droite stable.
__ Par récurrence sur la dimension. On prend  # u(z) on compose a gauche par la réflexion d’hyperplan
(z — u(z))*.
— Un endomorphime qui commute avec un autre laisse stable ses sous espaces propres.
La démonstration :
— Définition : Retournement orthogonal élément de SO, (R) dont la réduction ne contient que des 1 et

deux —1.
— Etape 1 : Pour n > 3, SO,(R) est engendré par les retournements orthogononaux. Si u € SO,(R)
2k
alors u = HRH,-- On montre donc qu’un produit de deux réflexions Ry et Ry et un produit de deux
=1

retournements orthogononaux.
Soit F un sous espace de dimension 1 dans H N H ', on pose alors :

T|F= —]1,
T‘lFJ' =RHIFJ‘,
T"F—_— —11,
r'|FL = Ry |F*.

r est un retournement car r|F* est une réflexion.

Attention dans la référence il y a une erreur.
— Soit H un sous groupe distingué non trivial de SO3(R).
— Etape 2 : Si H contient un retournement, il les contient tous. Soit rp € H un retournement d’axe

D. Soit D’ une autre droite. Alors il existe s € S03(R) envoyant D sur D’. Alors rpr = srs™! € H.
— Etape 3 : H contient au moins un retournement.
¢ : SO;«;([R) = R

g = tr(ghgT'h™)

H puisque H est distingué. Si 6 est 'angle associé au bloc de taille deux de ghg~*h~? alors ¢(g) = 14+2cos(f) <
3 et il y a égalité pour g = h.
Puisque SO3(R) est conneze et ¢ est continue alors #(SO3(R)) := [a; 3].
Par I'absurde si a=3 alors, pour tout g € SO3(R), tr(ghg*h™') = 3, donc ghg~*h™! = I3 (§ = 0). Mais
alors h = I3 ce qui est exclu.
Donc a < 3, donc il existe n € N tel que a < 1+ 2cos(Z) < 3. Soit g P’antécédent d’un tel élément, alors
ghg~'h~! est une rotation d’angle 7. Ainsi, (ghg™'h™!)" est un retournement qui est dans H.

Soit h € H non trivial. On pose alors : Si g € SO3(R) alors ghg™*h™! €



Théoréme de Sylow

Joackim Bernier et Léo Bigorgne

15 septembre 2014

Soit G un groupe fini d’ordre p®m avec p { m.
Théoréme 0.1 Tous les p-Sylow de G sont conjugués et siny désigne leur nombre on a
np = 1[p]
np | m

Démonstration 0.1 Soit P et H deuz p-Slylow de G. On fait agir G par conjugaison
sur ses p-Sylow. Notons n le nombre de conjugués de P et w(P) son orbite sous l’action
de G. H en tant que sous groupe de G agit par restriction et si L désigne un p-Sylow de
G on note wy (L) son orbite pour l'action restreinte ¢ H. w(P) se partitionne en k sous
orbites pour Uaction de H sur w(P).

On a la relation i

n=>y_ |wg(P)
i=1
Ou P, est un représentant de la i-éme sous orbite.

On a pour tout i € {1;..;k}, lwu(B)| | |H| donc |wi(Fi)| =1 oup | lwa (P -

Si lwy(P;)| =1 alors P, = H. En effet dans ce cas H C N(P;) donc HP; est un sous
groupe de G dans lequel P; est distingué. Donc, par le deuziéme théoréme d’isomorphisme
on a

HF/p,~H/[HNP,
Et HP; est un p-groupe et donc par mazimalité de H et P; on a H=HF;=PF,

Si on applique ce résultat & H = P on obtient

n = 1[p|

Si H est quelconque on déduit de ce qui précéde qu'il existe 1 tel que p 1 lwa (P;)].
Alors H = P, et H et P sont conjugés. On en déduit n = np.
De plus n | |G| et n Ap® =1 donc par le théoréme de Gauss :

n|m

Références

[1] Feliz Ulmer, Théorie des groupes.



Automorphismes de g

Joackim Bernier et Léo Bigorgne

16 septembre 2014

Théoréme 0.1 3y € &g \ Int(Ss), p? = id et
Aut(Sg) =< ¢ > Int(Se)

On utilisera dans la démonstration les résultats suivants :

Si un automorphisme de Gg envoie une transposition sur une transposition, il est
intérieur.

Ag est simple.

Démonstration 0.1 Montrons tout d’abord que Gg contient un sous-groupe d’indice 6
ne stabilisant aucun point de {1;...;6}.

PGL(2;5) agit transitivement sur P*(Fs) (qui a 6 éléments). D’ot une injection de
PGL(2;5) (de cardinal 120) dans &g dont l’image est un sous-groupe d’indice 6 de Gg
agissant transitivement sur {1;...;6}.

Construisons maintenant un automorphisme non intérieur de Gg.
L’action de &g par translation a gauche sur Sg/) (de cardinal 6) donne un mor-
phisme de groupe
p: G — Gg

C’est un isomorphisme car son noyau est inclus dans N (le stabilisateur de la classe N)
et comme le seul sous-groupe distingué non trwial de S¢ est Ag, de cardinal 360, on en
déduit que Ker(p) = {id}. Si dans la bijection entre {1;...;6} et G¢/N on associe la
classe de N a 6 alors o(N) laisse stable 6. Par conséquent, @ ne peut étre intérieur. En
effet si ¢ = 0.0~ on a pour tout v € N, oyo~1(6) = 6 et donc

7(071(6)) = a71(6)

Ce qui est impossible car N agissant transitivement sur {1;...;6} ne peut laisser stable
o71(6). Ainsi ¢ est un automorphisme non intérieur de Gg. Monirons maintenant que

Int(Gg) est d’indice 2 dans Aut(Sg).

Tout d’abord si ¢ € Gg~\ Int(Sg), ¢ envoie une transposition sur une triple transpo-
sition (et réciproquement). En effet, soit T € &g une transposition. Alors o(7) est d’ordre
2 et est donc une transposition simple, double ou triple. Comme ¢ est un isomorphisme



©(Ag) est un sous-groupe distingué non trivial et est donc Ag. Par conséquent ¢(T) ne
peut étre une double transposition. Si toute transposition était envoyé sur une transpo-
sition, ¢ serait intérieur donc il exziste T un transposition telle que (1) soit une triple
transposition. Si~y est une transposition, y et T sont conjuguées, donc () et ¢(7) aussi.
Par conséquent ¢() et ¢() ont méme type et ¢(7) est aussi une triple transposition.

Soit ¢ et 1 € Gg \ Int(Gg) et T une transposition. (1) est une triple transposition
donc ¢~1(1p(7)) est une transposition et ¢~ ¢ € Int(Sg). Et Int(Ge) est d’indice 2 dans
Aut(Ge).

Il nous reste maintenant a montrer qu’il eziste p € Sg \ Int(Se) d’ordre 2.

Soit ¢ € &g\ Int(Gg). Quitte a composer & gauche par un automorphisme intérieur
bien choisi on peut supposer que p(12345) = (12345) car (12345) est un 5-cycle (il
est d’ordre 5) et tous les 5-cycles sont conjugués. On a de plus ©? € Int(Sg) donc
Jo € G, @2 = int, et 0 commute avec (12345), dont le commutant est < (12345) >
donc o = (12345)% et ©° convient.

Références

[1] Daniel Perrin, cours d’algebre.



