








Automorphismes intérieur de Sn

Emily Clement

7 février 2017

Référence :
— Cours d’algèbre de Daniel Perrin

Proposition .1
Pour n ‰ 6, AutSn “ IntSn

Pour rappelle, si on a un groupe G, on définit les automorphismes intérieurs de G par :

IntG “
 

ig : x ÞÑ gxg´1 ; g P G
(

L’inclusion Ě est donc évidente.
Pour l’inclusion inverse, on va procéder par deux étapes :

Étape 1 : On montre que si un automorphisme de Sn transforme les transpositions
en transpositions, alors il est intérieur.

Étape 2 : On montre que c’est le cas pour tout automorphisme deSn en caractérisant
les transpositions : elles sont d’ordre 2, mais ce ne sont pas les seules...

Démonstration de Ď : :

Étape 1 : Un petit lemme : Soit ϕ P AutSn, tel que ϕ transforme les transpositions
en transpositions.
Or, S est engendré par les transpositions de la forme p1iq donc on peut se restreindre
aux transpositions de cette formes, notons les :

τi “ p1iq ,@i ě 2

Par hypothèse, pour tout i ě 2, ϕ pτiq est une transposition.
Or, ϕ pτiq et ϕ pτjq ne commutent par pour tout i ‰ j, car comme ϕ est un morphisme
injectif, si elle commuteraient, τi “ p1iq et τj “ p1jq commuteraient, ce qui est exclut
par simple calcul.
Donc ϕ pτiq et ϕ pτjq ne sont pas disjointes (sinon elles commuteraient), elles ont
toutes deux à deux un seul éléments de leur support commun :
Posons ϕ pτ2q “ pα1α2q et alors ϕ pα1α3q, où pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq “ t1, ¨ ¨ ¨ , nu.
Alors ϕ pτiq “ pα1, αiq pour i ě 3 car si on avait ϕ pτiq “ pα2, α3q par exemple, on
aurait alors :

pα1, α2q pα1α3q pα2α3q “ pα1α3q

Autrement dit :
ϕ pτ2qϕ pτ3qϕ pτ1q “ ϕ pτ3q
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en regroupant à gauche dans ϕ car c’est un morphisme et en appliquant à gauche
ϕ´1 (c’est un automorphisme), on a τ2τ3τi “ τ3 ce qui donne :

p12q p13q p1iq “ p13q

Ce qui est exclut.
De plus, les αi sont distincts @i, par injectivité de ϕ : ϕ pτiq “ pα1, αiq, @i ě 2

On pose : α “
ˆ

1 ¨ ¨ ¨ n
α1 ¨ ¨ ¨ αn

˙

et comme :

α τi
loomoon

p1iq

α´1 “ pα p1qα piqq

Alors : ϕ et iα coïncident sur les τi, qui engendrent Sn, donc sur Sn.
Donc :

ϕ “ iα P Int pSnq

Étape 2 :
ϕ est un automorphisme, donc envoie un élément d’ordre 2 sur un éléments d’ordre
2.
Les transpositions..ne sont cependant pas les seuls éléments d’ordre 2, il y a pas
exemple ceux de la formes pabq pcdq...
On va s’intéresser au centralisateur :

C psq “
 

g P Sn, gsg
´1 “ s

(

Lemme .1

Soit s P Sn, on suppose n “
n
ÿ

i“1

iki et que s est le produit de k1 ` ¨ ¨ ¨ ` kn cycles disjoints :

k1 cycles d’ordre 1, ..., kn cycles d’ordre n.
Alors :

|c psq| “
n
ź

i“1

ki!i
ki

Si τ est une transposition, ϕ pτq est d’ordre 2 donc comme ϕ pτq P Sn il est décom-
position en produit de k transposition, et comme i lest d’ordre 2, elles sont disjointes.
Ici, ϕ pc pτqq “ c pϕ pτqq car ϕ est injective et un morphisme, d’où l’égalité :

|c pτq| “ |c pϕ pτiqq|

Ici par rapport au lemme, pour τ : n “ 2k2 ` k1 et k “ 1 et k2 “ n´ 2 donc :

|c pτq| “
`

pn´ 2q!11
˘

¨
`

1!21
˘

“ 2 pn´ 2q!

Pour ϕ pτq : n “ k ` 1` 2k car on a k transpositions disjointes.

|c pϕ pτqq| “ pn´ 2kq!1pn´2kq ¨ k!2k

“ 2kk! pn´ 2kq!
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Donc :
2 pn´ 2q! “ 2kk! pn´ 2kq!

Donc k “ 1 sauf pour n ‰ 6
Donc ϕ pτq est le produit...d’une seule transposition..donc c’est une transposition !
Pour par l’étape 1, comme ϕ envoie toutes les transpositions sur les transpositions,
on a montré que les automorphisme de Sn sont tous intérieur, sauf peut-être pour
n “ 6.
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Simplicité du groupe alterné

Emily Clement

7 février 2017

Référence : Perrin, Cours d’algèbre, page 28-29

simplicité du groupes alterné An

Proposition .1
Le groupe An est simple pour n ě 5

Corollaire .1

Pour n ě 5, les sous-groupes distingués de Sn sont t1u ,An,Sn

Interêt dans la leçon 103 : on a un bon exemple de groupe simple
Question à se poser : et en dessous de 5 ?
Quelques rappels bêtes mais importants :

Définition .1

Sn est le groupe des permutations de l’ensemble J1, nK
un k-cycle est une permutation particulière σ “ pa1, ¨ ¨ ¨ , akq, ai P J1, nK, où
σ paiq “ ai`1

Pour k “ 2 on parle de transpositions.
ε : Sn Ñ t´1, 1u le morphisme signature tel que ε pσq “ p´1qk`1 pour
un k´cycle.
On note An “ ker pεq “ ε´1 p1q le groupe des permutations paires. |An| “

n!

2
“ |Sn| {2

Cas n “ 5 : A5 est simple.

Démonstration Démonstration du théorème :
#A5 “

5!

2
“ 60.

Dénombrons les éléments de A5 : On peut dénombrer le nombre de k´cycle

dans Sn comme

˜

n

k

¸

pk ´ 1q! :

— Le neutre, Id : 1 élément
— 3 cycles : on en a 20

— 5 cycles : on en a

˜

5

5

¸

4! “ 24
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— double transpositions à support disjoints, qui sont d’ordre 2 : on a

˜

5

2

¸

“ 10

possibilités pour la première transposition, puis

˜

5

3

¸

“ 3 possibilités.

Soit un total de 30 choix si on prend l’ordre en compte, mais les transpo-
sition commutent ˚

0

donc on a en fait 15 choix.
On a dénombrer ainsi tous les éléments de A5. Soit H C G un sous-groupe
distingué de G, non trivial.
On invoque le lemme suivant :

Lemme .1

Si σ P Sn, est un cycle d’ordre p, σ “ pa1, ¨ ¨ ¨ , apq et si τ P Sn, on a :

τστ´1
“ pτ pa1q , ¨ ¨ ¨ , τ panqq

Démonstration :
Si x R tτ pa1q , ¨ ¨ ¨ , τ panqu, τ´1

pxq R ta1, ¨ ¨ ¨ , apu et donc :

τστ´1
pxq “ ττ´1

pxq “ x

Si x “ τ paiq, τστ´1
pxq “ τσ paiq “ τ pai`1q

Il suffit, si on prend pi, j, kq et
`

i1, j1, k1
˘

:

σ pi, j, kqσ´1
“ pσ piq , σ pjq , σ pkqq

Donc, :
— Si H contient un élément d’ordre 3, ils le contient tous.
— Si H contient un éléments d’ordre 5, il contient le 5-Sylow engendré par

cet élément, donc tous les 5-sous-Sylow (ils sont conjugués), donc tous les
éléments d’ordre 5. p1q

H est un sous-groupe de G donc par Lagrange, |H| |60 “ |A5|.
On énumère les possibilités :
1. H contient les doubles transpositions : 16 “ 15 ` 1 (on compte le neutre)

ne divise pas 60
2. H contient les 3´cycles : 20` 1 - 60
3. H contient les 5-cycles : 24` 1 “ 25 - 60
Donc H contient au moins deux des trois types de permutations : |H| ě 1 `
15` 20 “ 36 donc |H| “ 60.
Donc H “ A5

Remarque .1

Pour p1q on invoque le théorème de Sylow : (5.7 dans Perrin) :

Théorème .1 (Théorème de Sylow)

Soit G un groupe de cardinal |G| “ pαm, p - m
1. Si H ď G, qui est un p´groupe, il existe un p´Sylow, S, avec H Ă S

2. Les p´Sylow sont tous conjugués (et donc leur nombre k divise n)
3. k ” 1 mod p
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Remarque : une version plus poussés pour l’histoire des 3´cycles conjugués :
On utilisera pour cette démonstration les lemmes suivants :
Lemme .2

Si n ě 5 :
Le groupe An est n´2 fois transitif sur J1, nK : si on a a1, ¨ ¨ ¨ , an´2 distincts
et b1, ¨ ¨ ¨ , bn´2 distincts, Dσ P An tel que :

σ paiq bi

Démonstration :
Il suffit d’écrire t1, ¨ ¨ ¨ , nu “ ta1, ¨ ¨ ¨ , an´2, an´1, anu “ tb1, ¨ ¨ ¨ , bn´2, bn´1, bnu
et on pose σ telle que σ paiq “ bi
Si σ est paire : Ok
Sinon, on prend σ ˝ pan´1, anq

Dont le corollaire nous sera utile :
Corollaire .2

Si n ě 5, les cycles d’ordre 3 sont conjugués dans An

Démonstration :
Soit σ P Sn

Cas général An est simple pour n ě 5

Démonstration :
E :“ J1, nK, Soit H C An, non trivial.
Soit σ P H, σ ‰ 1.
Ramenons nous au cas précédent : Construire une permutation de An qui ait
n´ 5 point fixes. σ ‰ 1 donc Da P E, tel que b “ σ paq ‰ a.
Soit c P E tel que c ‰ a, b, σ pbq.
On pose τ “ pacbq le 3´cycle.
b “ σ paq donc F “ ta, b, c, σa, σb, σcu est de cardinal ď 5

ρ :“ τστ´1σ´1
“ τ

`

στ´1σ´1
˘

Donc rho pF q “ F et ρE´F “ IdE´F
Quitte à rajouter des éléments, supposons |F | “ 5, ρ ‰ 1 car ρ pbq “ τσ pbq ‰ b,
car σ pBq ‰ τ´1

pbq “ c
Soit A pF q l’ensemble des permutations paires de F .
On pose :

A pF q Ñ An

u ÞÑ u : x ÞÑ

#

u pxq si x P F
x sinon

On a donc A5 “ A pF q
Posons H0 :“ tu P A pF q |u P Hu “ H X A pF q, H0 C A pF q » A5.
ρ|F P H0, ρ|F ‰ IdF
Or A pF q » A5 est simple, donc H0 “ A pF q.
Soit u un 3´cycle de A pF q, donc u P H0, donc u est un 3´cycle dans H, or
les 3-cycle sont conjugués dans An, ils sont donc tous dans H.
Or :
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Lemme .3

Les 3-cycles engendrent An

On a donc H “ An

Remarque .2
Pourquoi les 3´cycles engendrent An ? Cf Perrin.
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