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Développement : Simplicité de SO3(R)
Binome : Léo Bigorgne et Joackim Bernier
Référence : Philippe Caldero et Jérome Germoni, Histoires hédonistes de groupes et de géométries page 237
Prérequis :
— Réduction de O,(R) : Si M € On(R) alors il existe P € O,R tel que P> M P soit diagonale par blocs, chacun
des blocs étant d’une des trois formes suivantes : —1,1, (cos(ﬂ) —sm(f))) pour 8 € R.
sin(f)  cos(8)
— corollaire : SO, (R) est connexe par arcs.
— S0,(R) est compact.
— 8i M € 0,(R) stabilise un sous espace II alors il stabilise aussi son orthogonal.
— On(R) est engendré par les reflexions.
- Le centre de S0, (R) ne contient que des matrices scalaires,
Idée des preuves :
' — Par récurrence totale sur la dimension 3 initialiser pour n = 2. Puis monfrer qu'il existe soit un plan soit
une droite stable.
— Par récurrence sur la dimension. On prend z # u(x) on compose & gauche par la réflexion d’hyperplan
(@ —u(z))*.
— Un endomorphime qui commute avec un autre laisse stable ses sous espaces propres.
La démonstration :
— Définition : Retournement orthogonal élément de SO, (R) dont la réduction ne contient que des 1 et
deux —1.

— Fiape 1 : Pour n > 3, SO.(R) est engendré par les retournements orthogononaux. 5i u € SO,(R)
2k
alors u = HRH,.. On montre donc qu'un produit de deux réflexions Ry et Ky et un produit de deux
i=1
retournements orthogononaux.
Soit F un sous espace de dimension 1 dans H N H’, on pose alors :

T‘lF = —Il,
’I‘lFJ‘ = RH|F‘L,
T’iF = -—I],

T’iFJ' = RH-'lF'L.

r est un retournement car 7}F1 est une réflexion.

Attention dans lo référence il y a une erreur.
— Soit H un sous groupe distingué non trivial de SO:(R),
— Etape 2 : 8i H contient un retournement, il les contient tous. Soit rp € H un retournement d’axe

D. Soit D' une autre droite. Alors il existe s € SO3(R) envoyant D sur D', Alors rpv = sts™ ' € H.
— Etape 3 : H contient au moins un retournement.
¢ 1 SO3(R) — R

g = tr(ghg AT}

H puisque H est distingué. Si # est Pangle associé au bloc de taille deux de ghg = ™1 alors ¢(g) = 1+2cos(f) <
3etil y a égalité pour g = h.
Puisque SO3{R) est connese et ¢ est continue alors ¢(SO3(R)) := {a; 3}.
Par I'absurde si a=3 alors, pour tout g € SO3{R), tr(ghg~'h™!) = 3, donc ghg™'h™* = I (§ = 0). Mais
alors h = I3 ce qui est exclu. .
Donc a < 3, donc it existe n € N tel que e < 1+ 2cos{Z) < 3. Boit g I'antécédent dun tel élément, alors
ghg™h! est une rotation d’angle Z. Ainsi, {ghg='h™')" est un retournement qui est dans H.

Soit h € H non trivial. On pose alors : ) Si g € SO3(R) alors ghg~'h~? €




