.
2
&
LS
=
i
U
N
s
=
=
O
T g

Q
ta S
gé’
v =i
§§._-
QT
K
=
s
2 8
1.95
~ £
3 =
£
D i
Q
T o<

L

o
“

J
S._
S <
U =

/ E K um pd C bl Mc&w%«&-” _
T Consbruclin de K(X) ot abnbrabitis
, Thm fiffintion; Moloms E = K[K}x(f(@(}’ \{0\}5)?[ consb‘dej‘ons
la relation R définie - IOCH' ; (A,S) _R (-B’T_)(:> _Af: BS
Lo relgtion R estune tvelation d Bguivalence dons F .
{'enSemhle - gquetent En esE molé K(x) ef xS
Gléments sont a elés les Eragffoms rationncles a
une (ndeferminee ¢b a coefbicients cloma K
Pour (R, 5)EE , o™ mote {v‘ la classe de (ﬂ,S,\,..m'aiaréﬁ.
. Oplrations dons KX Refécence -5 Monier Alggbre 1751 p.160
+ d@imilaiom [ prspordspnd: codiirm -
DeFinissms u;\e (o inkerne ’ nolée + .
1cas) +(B,7)_ (AT +85, ST)
%«1&6 ot + est Com,ﬂo.f’i“fﬁv‘?( R
. d@{m&’:{:&“ ¥ Wfﬁsﬁz‘&n 3 mwvﬂt:tpgﬁz'ca[xbn_ ﬁ
0o mme on neuk dEbinir dans k(x) une lof mterne
notée. (ox por (algence de symbole ) par,

dans [E Far :

Eous G‘F{S BT}@E,Y_&_.E = _ﬁ_ﬁ_ E
‘ {Z&ma )/(’ S = ST i

. TAioréme Adéfinifion & - (K(K_)/-F/ : )QSF un corps
commututf, otﬁae_fg corps des chox_.ch'oms ralionnelles
& une (ndéferminde eba coeffictents cans [T
Le neutre pour (add Eon eSE [76l& ment ('_o,/fff) , r
le peutre pour [a Vuu[('[’offcq[‘bbn est [#lEment(1,1)

: Rﬂm’.b’; K(x)est une extension Cranscendante
dge K.

. TR@J:"{SM&G: Les cm{'ompr“lo}m—smes‘ de kix/
sonkb [les i’lOMdé&f‘C(FL\f‘ﬁigw DOEV 4 l
X = EMS P-'Z"f%

Oiraux
A%
}Hc’&eﬂﬂfe =

-~ e
Reférence

@ DL_[ sabion d’ype Eraction rationnelle

St ?: Sk Fe k(x), (R,S)EE {—efmF;fSi
= o Lo

om detinit o Frackion ra trounelle dérivee e F_, nolee Flgar:.

£l As - As’ J

-

Su.

. Prapa&f[foh g - 1) Gin st ﬁgpgc oue le .ccn‘los (K est de
St e R(x]
Tek.
?) G suppose mainbenant K de Carclci"?/rf'Qf‘z“e p>0.
Tt PEK(R], ona: P/ o siek seulembal sC
- ! < = _ . r P
fexiste Qe kO el gue p=-a(x’)
Reférence : Cours d *’AI&%R, Patrice Tauve| fj_?,éz

P Moo
cavrancleris {'cc/‘(,ie nitlle

Tl o séebseulement i

Tl n'exds e nucune

. T_): /{

. Application 3 :
Y —_— .
[ telle

fraclion ralicane e Gate.

hubrememt dit lo (o&ar{ﬁq me 02" pas

a - . ”
Upe (e cbon i“af‘[o'me((d .




o/l

DQC@’W\DOQL(YOH Z2h -@({ngﬂfg x,(mJ) [e4 ;{,f:

L‘h EorEme

clea f@stC( us

4) Décomposition eh éléments simples

Winition 10 G agpelle_Eléments simpls de 1(x)
.(es monomes de ﬁ'[@

Jes olémenls de K(x) de (o forme £ ed'- .
g% oL E

C e P\ij\(o"i
deg ( eq
c&‘f)  d & <)

6"" e} 6

Thioréme 1:  Toul TE K(X) /e’[or,'[-g(e mon! 'e&rt Lf{gue

vu; 2 /_
( {

=1 3, / ,
Sh Adenl unituires (v 5’{ [{Ufeg
ey - i

V{0 C/{b chr jg ({n rdeﬂ\mi Kdgitﬁ
we)y 7Y

scus (g forfe - =
i = Z
iz 4

eu F e KL_x]/ St oo,
doux o dews distinels ,
)

pour tous ¥ l of r?m fent (.,

SEKTN] et L, Sie réciucible

]

Ex’emp'e&/{Z: La CIQEG';MPUS[[‘LZ?H 7} e?e’hzmt& S[W&Fl’@.‘f {fe
£. _Xf+ 4 dans K(x).
x? (x-2)
4 - w4 4
FaX +L + 7% + % 4% + %
X7 x.“ x X—7
Aoplicabien 13+ Caleul de Ts %% £d dnc= %i-}'ipwriﬁ-?ﬂ
H ) 3(eoay L5 S
EKQ/W\’O{.Q’?Q; b PeCly mem centlant .
1 = M
O pestdoge: o AT (x-2)"% siayg aect
/ /

¥ - . 1
My oy An € T domf bes nocined deweg cdewx el anolod cbe, P

el ny,—, ap Faurmlrerupedrf G l £ ,_.___g M~k

><

t
|>,

=

—

. -iéreaﬁ/ﬂ}‘m&bm de @ rEsullal (15); ToF P € C1G wom gusiont.

Les racines de P aent doma /ehveloﬂse cenvexe des
racines (e P .

{{e:%{nzmce: Oraux X_EMS , p-229
aﬁi&twf{@’h (46

50542' m enblen Aupdrienr o

chgafe & 3 et P, QR ded yngmﬂd men waifs cle CO3 bk gae -
£@7 = R Mo deste Ne €U of A, VeC éz&?wz—.
F:AD Gz D, K=NVD J\"iu™ =07

;T,EV?,{_
9 ) TRéenone des neadlus

Rap{‘?,ﬁ “13): (f.,o& T € KXy, 5 Kam f)&fe d ‘erdne m
de Telb Pa (1) 2 £88 & .

K== \><o<)

f&@am@ rela tivement am (Jaeo( Gt
o le nofe Rea (T o)

ReFérence : Cours c/féd&ébre, folrice Tauvel,p271

+ .-——-“"‘
(- e
7,% aq M{" le ésidu deTs T,

Ae rJu‘b {'J e

[hserneme des néhiud (13); Yo TaR(K) , doma pile
el of telle que deq (T)&x. Molons G-\ Gy les
peled de T dle [ocmﬁ?.e, r/mckq»émme Abu%e/m@w( ;Cwlf'fue

LIRS LT T Ra(T, O )}
. Exemptello) - it pENT et T: ol
x* +1

B 2 C:T(f)(zﬁf .

o~

s




'/lﬂ/ Séries Forme[[es.ezi’ frackions rationnelles

mamm/ﬂ%w&m 21 : iﬂl’ Fe koo ézb{fftz denc

meﬁm& de F S¢ (dexisle une se/ @ Farfrfél[e Se &llx]]
(elle ;4 B S dlors on a ausgl Az 9 ol

G it ‘&'?9’\4 crme Swf* 2 ceve(oﬁlefi‘n%f% série formelle de F.
Pﬂapcmhw W % A s b)), €K

Les conditions SuivankeS Soné €quivalentes:

i) A et imvensible dams [/ arneau K
i) U l6ment ctaQMriL jna‘vx oy

Corollone 13: St F= ﬂe K(X) cwe,(_B-.-?-? 5:_'?(;.

Adors F € Killx]] 3¢ b seuemmhf bo estnsn rul
w F= AB% avec B2 ["m\,’ej’sede B domg I(U:KJJ

Exem_p& Ls: % can (K-

A 3 e €
et develeppahle em série Foromelle
[l v

e [ PL
_/‘[_'._._ i Z ) e
(4_x)f —=¢ ( p-3 A J

/prphwécon 15 Mombre de fagonsd ‘obtenic N en
Sammau[— des entrers 'oremrnrx embre emx FuceA

Réaf\efrmce; :

{ dn (ntecnet)

Legem 440

fa minerve méractKL

iy Ay, ., Ak sont des emlbrers (Jne;m_frs enfre ¢ we doma leur
.thﬂe alernd -

Um = (“'L - }"'(EL eﬂ/ [ acq to--TAg G m} T /{
\ [ / ) a A (- 1)' i - G

Thiserneme 16+ ( ?Lia"(w,acruﬂ/ du censllane 13)

Yot Az (amlm € KA.
Les condikions sSwivantes Sor\h{?w‘vakm(‘es :
i) A es wme série formelle ratioanele .
l‘l-) If exiske F EATofAe § g /\la(' K Gls c{'rue }
pour boub nop
Gn = A{L“m-i AL At ¥ oon -+ >\F qh_P

Repenamce « Cours d’a]c&éhfe Patrice Tamvel, PJ?E—
fi ik it

Ribiiogqraphie -
\ I .

. Cours ci’afcééhre, ;

X_ENS

Pal’r‘z'ce Tovel P Nunod

§<_>rcvo_ Froun clnous

Huvé Glonell
Se rg&e iVico lag

. Orawx

i \ P — _ & o 2 el \ € ..
) /H%é\)re MPST Jean - Mare Moner, ) mfe:dre,ifecutwn

. La minerve agres. KL Cawn infornet)  Legon 1640

e ————————————



Automorphismes de K (X) D E\/ /].

Florian LEMONNIER — 25 novembre 2014

[X-ENS Al1], exercice 5.54
Théoréme
Soit K un corps quelconque.
K(X) — KX

¢ - G(5H)

Les automorphismes de K-algébres de K{X) sontles applicajons de la forme

olia, b,e,d € K vérifient ad ~ be # 0.

DPémonstration :
Etape 1: Déterminons les endomorphismes de K-algabres de K(X).
Soit & un endomorphisme de K-algtbres de K(X). Posons F = ®(X).
Soit P = ¥ Xt € KX}, ona:0(P) = ¥ p@(x*) = T pF¥ = PoF.
kem ke (=8
Ainsi, pour tous P € K[X], Q € K(X]\{0} et G = %, olyona: ¥(G) = okt = 225 _gor.

Réciproquement, pour F € K{X)\K, &r : KE,‘;‘,) : Ié(j(; estbien un morphisme de K-algébres. !

Remarquons que si F = ¢ € K, alors ®r n’est pas bien défini ; en effet n’'a pas d’image par ®r.

Ainsi, I'ensemble des endomorphismes de K-algébres de K{X) est Fensembie des P, ot F parcourt
K(XN\K.

Etape 2: Cherchons a quelle condition sur ¥, @7 est un automorphisme.
Supposons que ¢ soit un automorphisme.
Alors ®F est surjectif et done : 3G € K(X), Pr(G) = GoF= X,

Sosent F = % etG = L des représentations irréductibles de ces fractions rationnelles.

Q
ilp . o .
Onécrit P = E pJ-XJ et = E qu* ol dp et dgy sont les degrés respectifs de Pet Q.
f=0 k=0
Ona:GoF =X+ PoF = X{QoF)
dp . do
@ Y pF =Xy gkt
j=0 k=0

dp A dg Ak
@) P =X ) Gk
jgzo '8 ,?;u Bk

‘fp . : do
e ) pialB = X Y g A*B"F, ot on a noté m = max {dp, dg} .
=0 k=0

)
- Drune part, A|{pg ~g0X) B™.
Or A et B sont premiers entre eux, donc A et B sont également premiers entre eux, &0t Alpg — quX.
Aussi, comme P et { sont premiers entre eux, on a (pg, ga) # (0,0).
Donc pg ~ goX est de degré 0 on 1, donc A estde degréOon 1.

1. Il s'agit de vérifier :

- Pr(1) =1.

- @Pg(G) estbien défini pour tout G € K{X).

e
%‘—Eg—z‘?j, ob F = —;—' est une écriture irréductible et i = max{deg £, deg 0} est
une éeeiture de G o £ en fraction de polynémes et que le polyndme B™ x (Q o F) n'a qu’un nombre fini de racines.

- & est K-linéaire.
= Cp{Gi1Gz) = Dp (G} Dr (G2 pour tous Gy, & € K(X).

Pour cela, on mentre que GoF =

- Drautre part, BIP.t;-A'f" Bumdr — g X AT BRI,
- Sim = dp = dg, alors Bl{py — qmX) A" et donc Bipy —quX car B et A sont premiers entre
eux. Or qu # Ocar Q est de degré m = dg, doncdegB =0ou l.
~ Sim = dgo > dp, alors BlguX A" done Blgu X doncdegB=00ul.
- Sim == dp > dg, alors Blp,A™ donc Blpy doncdeg B = 0.
Toujours est-il que deg B =0ou 1.
aX+bh

X +4d
Et F ne pouvant évidemment pas &tre constant, on doit imposer ad — be # 0.

Par conséquent, il existe {a,b,c,d) € K',F =

Etape 5: Réciproquement, montrens que cette condition nécessaire est suffisante.
Pour (a,b,c,d) € K vérifiant ad — be # 0, on note P, . 4 le morphisme de K-algbres défini par :

aX + b
q’n.b;‘,d(x) = eX+d

GL2(K) - Endg, (K(X))

a b o Drpes est un morphisme de groupes.
¢ d 7L

Cela découle de I'égalité :

Montrons que : P :

ab$EE 4 b (e’ + b )X 4+ (ab 4 bd)
X g e + )X + (o +4d),

- b Y ' +be’ b + bd'
On reconnalt effectivement les coefficients du produit matriciel (:_ ﬂ,) (i,. d’) = (zg,‘: d:" :b’: 4 d’)'
. R 7o a B\
On en déduis alors que Dy est inversible, d'inverse @y o 00 (E, d’) = (c d) , car
ad —be #0.
Donc pour {a,b,c,d) € K¥ vérifiantad — be £ 0, &,y 4 e5t un automorphisme de K-algdbres de K(X).
Cn en déduit finalement que ensemble des autoemorphistes de K-algebres de K(X) est lensemble des
K(X) = K(X)

applications de Ia forme 6 = G (’:’X-Hb) avec {a,b,¢,d) € K vérifiant ad — be £ 0.2 o

Références

[X-ENS All] 5. FRANCINOU, H. GIANELLA et 5. NICOLAS - Oraux X-ENS Algebre 1, 2¢° éd., Cassini,
2007.

2. Le 2 théoreme d'isomorphisme peut méme nous donner un résultat suppiémentaire.
On a montré au cours de la démonstration que Im(P) = Autgq (K(X))-
De plus
BppealX)=XovaX +b=cX2+dX s b c=0ota=4d
Done Ker(@) = {Al]Ad € K#}.
Eton en déduit done
At (K(X)) = SLlK)egriay = SR/ 1010 e k%) = PGLa(K)



Partitions d’un entier en parts fixées Puis, pour | € [1,k].

~ c G- _ & i
Florian LEMONNIER — 25 nevembre 2014 rom ke , ;-1 CES S N R 2)—5‘“l
[X-ENS Anzj, exercice 3.15 Par conséquent,
Théortme 1 oo | =i+ ( )X
—_ e ] _ n! Y e~ X 2 1 X
Soxentub..:,nk € N* premiers dans leur ensemble. T —XP £ Gt {n—j 1) adl 2 G =1t ot - L ( n PR
Pour n € N7, on note == =a =i
e e Alnsi:
My = {Il,---'l’k € mx;»i-...+m;xk=n} = k-1 & =1y X
== ("I e B (£ (N2
n=g ILisy H=0
Alorsona: . - 1gj<k-1
k=
U mm Etape 4: Déduisons-en un équivalent de u,, en l'infini.
La demitre expression de f{X) nous fournit, par unicité du développement en série formelle :
Démonstration: o (77 +k— 1) + ¥ c;,—(" +j- 1) 1
) : n = . n Wt
Etape 1: Considérons le produit de Cauchy des séries formelles Zo X% pouri € [1,4]- 11?_;%2;
=
Onnote f{X} ce produit de Cauchy ; on a les égalités suivantes : nar—1 {r4r—1}...(+1) a1
Or,pourre N*, ona: = ~ .
k o k 1 b {r—1) n—ves (r — 1)
f(X)=H ¥ oxma =1—_[—-“'~'—1_an_ AmsialTTT1 ni=1
f=1 \x=0 =1 nsi, & 100 ﬂ‘.m
i T 1| xn = X" EtVie [Lplvie [1~-k-1]Ley (" +i B 1) w'}"'l =0 (nk'1), car les péles de P sont des racines
= = i
S e ”ga " de I'unité, donc de module 1.
P il aptl Par conséquent,

ni=1

Etape 2: Décomposons la fraction rationnelie FX) en éléments simples. g szc—_l)'

La série formelle F(X) est ia série génératrice de la suite (1iy),op ; 'St une fraction rationnelle dont

les péles sont les racines 45™, ..., £¥™* de l'unité. Reste A calculer . )
Le péle 1 est de multiplicité k. Pour cela, on multiptie f(X) par {1 ~ X)* et on substitue 12 X :
Soitw # 1unpdlede f. Comme ?:% cui € [1, k], n"a que des pdles simples, w est de multiplicité (1 - XFFx) = Eo1_x R 1
inférieure ou égale & k. Par 'sbsurde, on suppose que w soit un pole de multiplicité £. fix)= ;[;[ 1—Xn ;[;]1: T+ X+ ...+ X1
On auvrait alors : Vi € [1, k], w® = 1, P
Or, d"aprés le théordme de Bezout, les (2));¢py 4] £tant premiers entre eux dans leur ensemble : a40=]] al
- =1 %
(s .oty € T aquy +.otmu =1
i Diol:
Taw Ko 1 pk-t
Alors w = i=! =q(w‘) T=L U D t—.’;_ak.(k_—ﬁ? u
i
Contradiction ! On en déduit done que la multiplicité du pdle e £ 1 est stricternent inférieure 4 k.
Notons P = {un,...,wy} Iensemble des poles de f{X), avec t = 1.
Par décomposition en éléments simples, il existe cjeCpouric [Lplje [Lhk-1]eta € C tels Références

que:
« G
X = —p — .
(1=-X)F 15),:_4‘, (e = XY
15j<k~1

[X-ENS An2] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et 5. NICOLAS — Orqux X-ENS Analyse 2, 2° &d., Cassini,
2008.
Etape 3: Développons en série formellc les cléments simples de £(X).

. 1
En effet, pourw € Petj € [LA]. m est développable en série formelle. Ses coefficients

s'cbtiennent en dérivant (j — 1) fois le développement en série formelle de P : =
Ona: - . - i
1 1 1 1 X) X'
w«-Xﬁwl_(’T’ﬁ"mlgﬂ(w _Ig)wn-ﬂ
3 4
S o
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