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Théoréme de Chevalley-Warning

Lecons : 120, 121, 123, 142, 144, 170, 180, 190.

Références :

Un Max de maths p.32,
M. Zavidovique,
Calvage et Mounet, 2013.

Cours d’arithmétique p.12,
J-P. Serre,
Hermann, 1998.

Olympiades internationales de mathématiques p.87,
P. Bourgade,
Cassini, 2005.

Le développement

Soient p un nombre premier et 1, 1 deux entlers naturels non nuls.On pose g = p" et on considere
A un ensemble et (f;)ze4 une famille de polyndmes de k[X, ..., X telle que

Y degfo<m.
acA

Soit Z(f, : a € A) l'ensemble des racines communes aux polynémes fa. L'objectif de ce dévelop-
pement est d’établir un résultat concernant le cardinal de Z{f, : a € A).

Dans toute la suite, on note pour tout polynéme P € FaiXa, .-, Xin

S(P) = Y. P(x).

1
xlg

Pour commencet, on a besoin de démontrer le lemme suivant sur les sommes de puissances dans
les corps finis.

Lemme,.
Soit u un entier naturel. Alors :

Y =

{ —1 siu>letq—1diviseu
xeFy

0 sinon

Démonstration,
Si u est nul, le résultat est immédiat tandis que si 1 est non nul et divisible par 4 — 1, alors

S(XM =04+ ) 1=49-1=-1
xeFy

Enfin, si u n'est pas divisible par g — 1, sachant que F} est cyclique, il existe y € Iy tel que v soit
différent de 1. On a alors :

S(Xll) — E L — Z (yx)ll — y”S(X”)-

{35 xely
Comme y¥ est distinct de 1, il s’ensuit que S(X*) = 0. a

Théoréme (Chevalley-Warning).

#Z(f,:a€ A)=0 mod (p).

Alexandre Bailleul 1 Paul Alphonse
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Démonstration,
Considérons le polyndme

P(X1,..., Xm) = [JQU =7 (X0, .., X)),

acA

Remarquons dans un premier temps que P est la fonction caractéristique de Z(f; : a € A) :
s 5ix € k" vérifie f,(x) = 0 pour touta € A, alors P(x) = 1.
* Six € k" n'est pas un élément de Z(f, : a € A), il existe a € A tel que f,(x) ne vaut pas 0,
alors d’apres le théoréme de Lagrange, fo(x)7"1 = 1 et donc P(x) = 0.
On en déduit alors que :

S(Py= Y 1+ ¥ 0=#Z(fr:ac A) mod (p).
x€Z(FacA) x¢Z{faiac A)

Par hypothese sur les degrés des polyndmes fy, il vient que deg P < m(g — 1). On peut donc

écrire
P= Z &y X“,
Ju|<mig~1)

ot les o, sont des éléments de k. A partir de la :

s(P) =), Y aaxt= Y aS(xY),
xeFy |ul<m{g—1) ful<m(g—1)

avec

L
VieF!:S(x) = Y Al ( Y x'l“) ( Y x:‘,,”’) :HlS(X“").
f=

(X302 EFE X1€M, XmEFG

O, si |u| < m{g—1), il existe i € [1,m] tel que 4; < g — 1 donc d’apres le lemme précédent,
5(X") =0 ce qui entraine que S(P) = 0 et le résultat s’ensuit, |

A présent, on utilise le théoréme de Chevalley-Warning pour démontrer le théoréme d’arithmé-
tique d'Erdds-Gizburg-Ziv.

Théoréme (Erdds-Gizburg-Ziv).
Soit n un entier naturel non nul. Alors parmi 2n — 1 entiers aq,...,a9,_1, o1 peut en trouver n dont ln

somme est divisible par n.

Démonstration,
Notons EGZ I'ensemble des entiers naturels vérifiant la propriété énoncée dans le théoréme pré-

cédent. L'objectif est de montrer que EGZ = N*,

Soit p un nombre premier. Montrons que p est élément de EGZ. Soient pour cela ay, ..., Agp-1 des
entjers. Considérons les deux polynomes de IF,[X] suivants :

2p-1 )

-1

Pi(X1,. ., Xap) = ):, Xf ,
k=1
2p-1

~1
PQ(XL..,,Xgpﬁl): E ﬂ‘,'Xf .
k=1

Ces deux polynomes vérifient deg Py -+ deg P = 2p —2 < 2p — T etont (0,...,0) pour racine
commune done d’aprés le théoréme de Chevalley-Warning, ils possédent une racine commune
non nulle (xq,..., X2p-1). D’apres le théoréme de Lagrange, pour tout x de Iy, P71 = 1siest
seulement si x est non nul donc en notant W 1’ensemble des indices i pour lesquels x; est non nul,
il vient
P] (x], s .,xzp_l) = 2 xf—l = |W| = (),
icw

Alexandre Bailleul 2 Paul Alphonse
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Ainsi, [W] est un entier divisible par p vérifiant 1 < |W| < 2p — 1 donc |W| = p et on note
W = {i,...,1p}. Vient ensuite

. 4
Pz(xl,. o ,x;;p_l) = E ﬁ','] = 0,
j=1

donc p divise a;, +-.. .'+ a;, et le résultat est démontré.

Montrons & présent que EGZ est stable par multiplication. D"apres le théoréme fondamental de
l'arithmétique, la démonstration sera achevée. Soient donc m et # deux éléments de EGZ. Consi-
dérons 4y, ..., Azyn-1 des entiers. Etant donné que n € EGZ, il existe I} C {1,...,2mn — 1} de

cardinal i tel que
Y 4;=0 mod (n).
iely ’

De méme, il existe I C {1,...,2mn — 1} \ I1 de cardinal » tel que

Y 2=0 mod (n).

ieh
On termine ce procédé aprés avoir construit Vensemble d’indices I,y car au bout de 2m — 2
étapes, il reste 2nm — 1 — (2m — 2)n = 2n — 1 entiers. Pour tout j € {1,...,2m — 1}, on considére
I'entier ¢; défini par
Y ai=¢jn.
IGIJ.

Alors comme #t est un élément de EGZ, on peut considérer ] C {1,...2m — 1} de cardinal m tel

que
Y. ¢i=0 mod (m).
il
A partirdela:
Y Ya=n (E c,—) =0 mod (mn)
jeJiel el
ce qui termine la démonstration. I

Pour information

1l faut savoir que la quantité 2n — 1 dans le théoréme d’Erdos-Gizburg-Ziv est incompressible
comme le montre I'exempie constituéden — 170" etn — 1 "1,

Il existe une autre méthode plus combinatoire pour démontrer que les nombres premiers sont
éléments de EGZ. Etant donnés p un nombre premier et aq, ... @21 des entiers, on considére
pourtout f C {1,...,2p 1} lasomme §; = ¥;c ; x;. L'idée est alors de calculer de deux manigres
différentes la quantité
L= y st
Jo{1,..2p-1} : #]=p

Tout d’abord, S;’ ! est la somme de divers mondmes de degré p — 1 faisant intervenir k facteurs

) a;
1 < k € p — 1) que l'on peut écrire sous la forme A, Ce type de mondme se retrouve,
P q p i i p

avec le méme coefficient, dans le développement de $; pour (2”’:_1; k) ensembles [ distincts : il

suffit d’avoir pour ] un ensemble contenant i1, ..., iy puis de choisir les p — k indices restants dans
les 2p — 1 - k indices disponibles. Ainsi, aprés le développement complet de I, tout mondme est

2},13:11: k) donc est divisible par p. L'entier I est donc nul dans IFy,.

D’autre part, si aucun des 5j n'était divisible par p, on aurait pour tout J, §¢ 1 =17 mod (p) et
Z est non nul modulo p. Ceci constitue une contradiction avec le paragraphe précédent donc il
existe | de cardinal p tel que §; =0 mod (p).

un multiple de (

Alexandre Bailleul 3 Paul Alphonse
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Méthode de Newton pour les polyndmes

Lecons : 144; 218, 223, 226, 232,

Référence:

Exercices de mathématiques pour l'agrégation - Analyse 2 p.204,
A. Chambert-Loir et 5. Fermigier,
Masson, 1995,

Le développement

On se propose dans ce développement de présenter la méthode de Newton pour Vapproximation
des racines réelles pour les polynémes scindés sur R. Comme R est un corps infini, on se permet
dans toute la suite de confondre polyndme et fonction polynomiale associée.

Soient a4, ..., 4, des réels distincts ordonnés selon les indices et #iy,. .., #, des entiers naturels
non nuls. Considérons le polyndme P(X) = [T, (X — a;)™ et la suite réelle (x,) définie par

XQ > Qy,

P{x
Vn ZO:x,,.,_l:xnu-ﬁ-("(-%.

On sera par la suite amené 2 utiliser la décomposition en éléments simples de P' /P, donnée par

P(X) & my
PE) A X-a

Tout d’abord, on étudie la fonction qui donne naissance 3 la suite réeurrente (x,).

Lemme,
La fonction définie par
8 toe] — R
/: x X Px)
P'(x)
se prolonge par continuité en o, par f(a,) = ay ef méme, admet un prolongement de classe C1 sur [a,, +o0

donné par f'(a,) = 1— % De plus, f est strictement crofssante sur [ay, +-o0|.

Démonstration.

Remarquons que d’apres le théoreme de Gauss-Lucas, les racines de P’ sont dans I'enveloppe
convexe des racines de P, fe dans {a;, a,] et ainsi, la fonction f est bien définie. D’aprés la décom-
position en éléments simple de P/ /P, on obtient ensuite :

, -1
Vx> ap: f(x) =x— (Xi x?j—ria,-) p

et le prolongement par continuité de f annoncé est immédiat. f étant une somme de fonctions
dérivables sur jay, +00|, elle est elle-méme dérivable sur cet intervalle avec :

P(x)P"(x) _ P(x)P"(x) (P(I) )2
(P'(x))? (P(x))* "\P'(x)]

Or, en dérivant Ja décomposition en éléments simples de P'/P sur |a,, +co[, ce qui reste possible,
on obtient,

Vi > ap: fi{x) =

o PP = (P
Vi > ay 1 (P(R))2 = rzzl (JL' —H;‘)zl

Alexandre Bailleul 1 Paul Alphonse
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ce qui conduit & 'égalité suivante :

Loy e J
Vx>ﬂr=f'(x)=1“(._zi;furﬂ) (;(x—jﬁ&:)_z)

On en déduit que limy.q, f/(x) =1 "l,r et f admet bien un prolongement C! sur [a,, +-0of. Enfin,
d’aprés le théoréme de Gauss-Lucas, les racines de P/, puis celles de P” sont dans 'enveloppe
convexe des racines de P, fe dans [a3, 4,] ce qui montre que P/, P’ et P” ont un signe constant sur
[ar, +oof d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires (ce sont des fonctions continues). Or P
est unitaire donc P’ et P” ont un coefficient dominant positif, ce qui entraine que f est positive
sur [ar, +0o[ et ainsi, f croit strictement sur cet intervalle. 0

On pourrait montrer de la méme fagon que f admet un prolongement de classe C2 en a;.
On va a présent démontrer que la suite (x,;) est bien définie et qu’elle converge vers la plus grande
racine de P.

Proposition.
La suite (xy) est bien définie, décroit strictement ef converge vers ay.

Démonstration.

Draprés la proposition précédente, l'intervalle Ja, +o00[ est stable par f donc (x,) est bien définie.
Etant donné que xp > g, et que la fonction f est strictement croissante sur [a,, +oof, il s’ensuit par
récurrence immédiate que x, > a, pour tout entier naturel #. De plus, on obtient a partir de la
décomposition en éléments simples de P' /P que

-1
Loy
YneEN xpy=an— | Y .
Xp— 4

i=1

Cela entraine la décroissance stricte de la suite (x, ). Comme elle est de plus minorée, le théoréme
de la limite monotone donne la convergence de (x,). Par continuité de f, sa limite est un réel de
|ar, +oo[ qui annule P/P', fe vaut 4. O

Il s’agit & présent d’étudier la vitesse de convergence de convergence de la suite {x4). Deux cas se
présentent suivant ia valeur de m;,.

Proposition,

Si a, est une racine simple de P, alors pour tout ¢ > 0, |xy — ar| = o{c),
R oo

Démonstration.
Soit # un entier naturel. Sachant que f est continue sur [ay, x,] et dérivable sur Jay, x, [, 'égalité

des accroissements finis donne Fexistence de yy €lay, x| tel que
X1 — ar = f{xy) — flar) = (xn — “r)fl(yn)-

Comme (x,) converge vers a, et que f’ est continue, la caractérisation séquentielle de la continuité
entraine la convergence de la suite de terme général f’(y,) vers f'(a,) qui est nulle par hypothése
et en vertu du lemme préliminaire, Ainsi :

Ye>0,AN e N,¥u > N: |f'{y)] <c.

On en déduit alors :

Ve > 0,IN € N, Vi > N |xyq1 —ar] <clxy —ar|.
On a donc démontré que pour tout ¢ > 0, [xy — a| e O((c/2)") = o(c"). m|
Proposition.

8i ay est une racine d'ordre au moins 2 de P, alors il existe ¢ > 0 tel que

1\"
—ad o~ cf1-=] .
|xn — ar] oo © ( mr)

Alexandre Baiileul 2 Paul Alphonse
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Démonstration.
Soit n un entier naturel. Tout comme dans la démonstration précédente, on appliquer I'égalité des
accroissements finis & la fonction f sur l'intervalle [ay, x,] ce qui entraine I'existence de yy, €ar, x4
tel que

Xus1 — A = (Xn — ar)f' (yn)-
Ici encore on invoque la caractérisation séquentielle de la continuité avec f” et la suite (y;) pour
justifier que la suite de terme général f’(yy) converge vers f'(a,) = 1— % qui est un réel compris
strictement entre 0 et 1 par hypoth@se, ce qui par ailleurs montre que In f/(a,} est un réel non nul.
De plus, on a déja remarqué que la suite (xy) est strictement minorée par a, donc les quantités
Xy41 — G €t Xy — ar sont strictement positives. On peut donc passer au logarithme dans I'égalité
précédente, ce qui amene

In(xy41 — ) —In(xy — ay) = lnf’(iln) n_;ioo In f’(ar)°

Le théoréme de Césaro donne alors :

1
In{xy, — ~ ).
n{xy — ar) M In (1 mr)
Redonnons nous un entier naturel #. f est de classe ¢l sur [ar, xy] et deux fois dérivables sur
|ar, %,{ donc d’aprés I'égalité de Taylor-Lagrange, il existe z, €]a,, x4 tel que

[ (zn)

X1 — ar = f{ar)(xn —ar) + ““2““("?! —ar)?.

Par continuité de f” sur ]a;, +-co[ et la convergence de (z, ) vers 4,, la suite de terme général f”(z,)
est bornée car convergente par caractérisation séquentielle de la continuité et I'égalité précédente
nous montre gue

Xpgl — Oy
TN oy 1 = _ ]
f’(ﬂr)(x" - ar) n—4oo O(xﬂ ﬂr)
De plus, 'équivalent précédent nous montre que si f'(a;) < ¢ <1, alors {xy — ar i O(c") et
o0

ainsi, la série de terme général
—a) - — ) —1n fila) = 3 Sl A T "
ln(x"+1 ar) ln(x" ﬂr) ]I’lf (ﬂr) ]n (f’(a‘r)(x" _—ar)) Y=o O(C ).

converge. Par conséquent, la suite de terme général In(xy — a,) — nin f'(a,) converge vers un

certain réel A. Finalement : "
1
x" — ar ~ eA 1 -_— .
ti—3+o0 "y

Pour information

Tl existe un moyen de considérer un xg > a4 sans avoir aucune idée de la valeur de 4. En effet si
on pose P(X} = X" + ap X"V L+ ay, alors pour toute racine 7 de P:

-1 .
|a|n - Z (xiau—l—z
i=1

n-1 - ,
< ¥ leglla™ 1,
i=1

ce qui entraine
1
a < max (1, E |oc,-|) .
i=1

Des le départ, on peut diviser P par le PGCD de P et de P’ pour que 4, soit une racine simple, ce
qui accélere la vitesse de convergence. Pour approcher les autres racines de P, on applique alors
la méthode de Newton au polynéme P/(X — ar).
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Le développement

Soit k un corps commutatif. On se propose dans ce développement de majorer le nombre de points
d’intersection de deux courbes planes A valeurs dans k.

Théoréme,
Soient A et B deux polynGmes de k[X, Y] de degréStotaux respectifs m et n. Si A et B sont premiers enlre

eux et que k est de cardinal infini, alors # Z(A) N Z(B) < mn.

Démonstration.
Si A et B n’ont pas de racine commune, le résultat est évident et dans toute la suite, on suppose

que Z(A) N Z{B) est non vide.

On note Ry = Resy(A, B) et Ry = Resyx (A4, B). Pour tout (x, i) € Z(A) N Z(B), il vient Ry{x) =
Rx(y) = 0. Comme A et B sont premiers entre eux, Ry est un polynéme non nul de k[X] et il
a au plus deg Ry racines. Ainsi, il y a au plus deg Ry possibilités pour I'abscisse d'un point de
Z{A) NZ(B). De la méme fagon, il y a au plus deg Ry possibilités pour I'ordonnées de ces points.

On en déduit que
#Z(A)NZ(B) € deg Ry deg Ry.

Notons & présent

Amnzémmﬁsmn=émmﬂ

oudegay < m —k, deg by < n— ketay, by sont deux €léments non nuls de k[X]. Alors

ﬂp e X s {J[)

{Zp I (1]
Ry = det(Syly(A,B))=| & ... ... Bg
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On note Syly (A, B) = (¢;;). Alors

dega, iy sii<j<p+i
viell,ql: @yu={ Bltp-(- PIST=P <m—p+j—i,
0 sinon
degh;_; sifi—g<j<i
Vielg+1,9+p): degc,-,,-={ B i . 7= <n—i+tj.
0 sinon
On en déduit:
ptq ptq q ) . gt+p ) )
Vo € Gpiqideg | e(0) [T ciomy | = El deg e S Y (m—p+oi)—i)+ Y (n—i+o(@)
=1 i= i=1 i=g+1

=mg — pg+np=mn+ (m—p)(g—n) <mn,
et avec la formule du déterminant, deg Ry < mmn. On obtient de méme deg Ry < mn puis
#Z(AYNZ(B) < (mn)2.

Pour achever la démonstration, il ne reste plus qu’a affiner la majoration précédente. Dans ce but,
on numérote les éléments de Z(A) N Z(B) = {(x;, y;) : { € [1,7]} et on pose

Xj— Xj .
£ = LYy i1 el .
{w_m yi # Yid Hﬂ}

Alors #£ < +oo et k* est infini donc on peut considérer # € k* \ £. Remarquons le fait suivant :
Vi,jelr]:xi—x; # u(y,- — i} & xpHuy; £ xp+uy;.
On effectue alors le changement de variables suivant :
X' =X+uy [ A, Y)=A(XY)
{ Y=Y { B(X',Y"y=B(X,Y)

Seit alors la fonction .
Z(A) ﬂZ(B) ~ Z(RESY.' (A, B))

(x,y) > X+ Yy

La fonction ¢ est bien définie car si (x, y} € Z(A)NZ(B), alors A(x,y) = B(x,y) = 0 puis

A(x +uy,y) = B(x + uy, y) = 0 ce qui se réécrit Resyr (A, B} (x + uy) = 0. De plus, ¢ est injective

puisque u n’est pas un élément de & et d’apres la remarque faite aprés l'introduction de . Ainsi
#Z(AYNZ(B) < #Z{Resy/(A, B)) < degResy/(4, B) < mn

d’apres le point précédent, ce qui achéve la démonstration.
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