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Continuité des racines d’un polynéme

Fabien Kiitle et Vadim Ognov

Référence : Caldero-Germoni, Histoires hédonistes de groupes et géométrie, p.79-80

Soit z = {21,..-,2,) € C™ on note ex(z) I'évaluation en z du k-iéme polynéme symétrique élémen-
taire. On définit alors application

{C”—%Cﬁ
e:

I (ek(z))lsksn

En particulier, on a pour tout z & C7,
Pun(X) = [ J(X =) = X™+ 33— DFes(2) X7,
=1 i=1

On munit C™ de la norme euclidienne usuelle.
* ¢ est continue car les e; sont des polyndmes.

« e est surjective. 51w € C7, on considére le polynome P(X) = X™+ 37 {—1)*w, X%, Par
le théoréme de D’Alembert-Gauss, P admet n racines notées Aq, ..., A,. Donc (Al s An)
appartient 3 e *(w).

» Pour tout w e C*, &, agit sur e *{w) selon o » (21,...,2,) = (Zo(1)s - - -+ Zony). En effet,
comme les e sont symétriques, si z € e (w) alors pour tout o € &y, e # 2) = e(2) = w.
De plus, st z et 2’ appartiennent & e *(w) alors Pu(,;) = Py, done {2} = {z]}. Donc Iaction
est transitive.

On peut dés lors définir Vapplication suivante
_ c/6, —C"
€: )
m(z)  ——e(z)
Comme C"/&,, est muni de la topologie quotient, la propriété universelle et la continnité de e
assure gue e est une bijectionh continue.
Théoréme 1

L’application € : C*/&,, — C™ est un homéomorphisme.

On a besoin du lemme suivant.




Earnme 1
L’application § : C* x C* — R, telle que

Vz,2eC*  §(z,2) = win lz — o=z,
aeErsy,

passe au quotient sous action de &,, et induit une distance sur C*/3,,. Cette distance métrise
la topologie quotient.

» § est symétrique et on a, pour tous z, 2, z” € C" et pour tout c € &,,
[z —cela<z—To o+ —Te2 g+ |2 —cez|y \Za
donc [z — o2y < min (Iiz —Te2 a4+ 2" —Tea+ |2 —ce zH2>
T

lz—0efe<min)z—ras |+ —gezfy  pourr=Id
T

Donc
8(2,2") < 8(z,2") + (2", 2).

De plus, pour tout v € &, pour tout z,z" ¢ C?,
5(z,me 2"y =d(z2)

Done § passe au quotient en une application d : (x(z},7(2")}) > minger(wn Iz — wlly. Alors
d(m(z),7(2'}) = 0 si et seulement #(z) = 7(2") dans C*/G,.

Denc 4 est une distance.
» On munit €"/6,, de la distance d. Alors la projection canonique 7 est continue. On montre
également que 7 est ouverte et fermée.

® 51 X est un fermé de C? et (TT(CCR))"EN une suite de 7(X) qui converge vers 7(z) alors il
existe 2’ € m(2) tel que =, converge vers /. Donc 2’ appartient & X donc m(z) = (2
appartient & w(X).

e Si U est un ouvert de C” et w(z) appartient & «({/) alors il existe 2’ dans U telle que
z' € w(z}). Soit r > 0 tel que B(2',r) c U, on a By(x(7'),r) < n(U).

Ainsi, la topologie induite par d est la topologie quotient.

On peut désormais montrer le théoréme.

Démonstration : > Soit M > 0 et B := By{0, M). Pour tout fermé X < B , w 1(X) est un
fermé borné de C* donc un compact. Alors (X)) = eoxw (X} est un compact donc un fermé de
C™. Donc € est une bijection continue et fermé sur B donc €7 est un homéomorphisme.

> Soit U un ouvert de C*/&,, et v € U. Ml existe r > 0 et M > 0 tels que By(z,7) < U et
By(z,7) = By(0, M}. Comme €p est ouverte, &(z) est un point intérieur de E(Bd(z,r)). Done x
est un point intérieur de &(U).

Remarque : Soit P(X) = X™ +a, 1 X" " 4 4+ ap = [ (X — A\))™ et £ > 0 qui sépare les
(A;) pour la distance d. Alors il existe d > 0 tel que

be Bla,d) = Q(X)= X” + by X ..+ by admet exactement m; racines dans B\, €).



Localisation de racines

Fabien Kiitle et Vadim Ognov

Référence : Dieudonné, Calcul infinitésimal, p.64-65

Soit P € R[X] de degré n = 1 & racines simples. Soit ¢ € R tel que P(£) # 0. On va montrer le

théoréme sutvant.

Théoréme 1
Il existe une forme quadratique Q(P) telle que rgQ = n et la signature de Q(P), notée

(p+r g+r1), vérifie
e p est le nombre de racines réelles stricternent supérieures & t;

¢ g est le nombre de racines réelles strictement inférieures a t;

e 2r est le nombre de racines imaginaires.

Démonstration :  Pour tout P ¢ R[X], on note P* le polynéme P*(X) = (X — ¢)P'(X).

On définit alors un polyndme symétrique

s(P)x,y) = T Z PP _ 5+ sy

4i=0

On a ay; = ay; pour tout ¢, 7 done U'application Q(P) définie par

i.3=0

n—1
Y = ('ELU, . ,'U,n_l) c R™ Q(P)(U) = Z Qg Ug
est une forme quadratique. _
Omn considére & présent deux polyndmes P (X) = > 6, X% et Pa(X) = 2a—pCGXTour+s=mn

Alors
S(PR)(X,Y) = R(X)RYV)S(P)X,Y) + PUX)P(Y)S(P)(X,Y)

On note (o) o<k i<r—1, respectivement (a2, )ocr <51, les coefficients de S (P1), respectivement S(Ps)

On peut alors écrire

S(PP)(X,Y) = ;0 al, (Zo Cz. Xm) ( ; cjyzﬂ-) N :0 2 (=O . XW) ( ; bjym-) _




Si on pose pour tout ¥ = (U, -- -, Un—1) € C les applications linéaires v dans £L{R® R") et w dans
L{R™ R*} telles que

5

vg{u) =Zciug-+k Vke{{),...,r—l}

=0

wu) = Y bjusy Ve {0,...,s—1}
=0

alors

QAR =Q(P)ov+ Q(B)ow (1)
De plus, on note que det(vg, ..., v—1, Wo,...,ws 1) = Res(Fs, P;). Donc si P, et P, n'ont pas de
racine comomune alors {vg, ..., ¥p_1, Wo, ..., Ws 1) st libre.

On obtient par récurrence de 'équation {2) que si P se décompose sur R selon

T

PX) = [J(X =M [T (X —09)* + )

i=1

alors il existe vy, ..., ¥, wi, wi, ..., w, w? dans L(R*,R) tels que

Q(P) = iQ(X*AJ) oy +i Q((X—Olj)z +632) O’wj.

i=1 j=1
De plus, comme F r’a pas de racine multiple dans C alors (vq, ..., v, wli, ...y w?) est libre.

Ainsi par la loi d’inertie de Sylvester, il suffit d’étudier les cas "n = 1" et "n = 2 ¢t P n’a pas
de racine réelle".

® 5i P =X — Xalors S(P)(X,Y) = X — ¢ donc Q(P)(ugp) = (A — t)ul. Donc Q(P) est une
forme quadratique de rang 1 (car ¢ n’est pas racine de P) et de signature (1,0} si A > £ ou
(0,1) st A < ¢.

o S5iP=(X~a)?+ 32 alors
QPYX, Y )(ug ) = 2{a — t)ul + 4(8% + (o — £))uyup + 2(8%(a+1t) + 267 (o — ) Jud

Le déterminant de la forme polaire associée est —43%(¢ + a2 donc Q(P) est une forme
quadratique de signature (1,1).



