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Réduction des endomorphismes
normaux

Arnaud PoINAS
9 février 2015
Référence : Xavier GOURDON - Algébre, p.259-260.
Legons : 154, 155, 160.

Enoncé :  Soient & un espace euclidien et « € £{E) un endomorphisme
normal. Alors, il existe une base orthonormale B de E dans laquelle la matrice
de u est de la forme

M
0
Matp(u) = A T
1
0
Ts
Avec A; € R pour tout i et 'rj = (gj ;bj) € M3(R) pour tout j.
J i

Preuve : On commence pour cela par démontrer le lemme suivant qui
donne la forme des endomorphismes normaux dans une base orthonormale
en dimension 2.



Lemme : Soit E un espace cuclidien de dimension 2. Soit u € L(E) un
endomorphisme normal n’admettant pas de valeurs propres réelles. Alors,
dans toute base orthonormale B la matrice de u est de la forme

Matg(u) = (2' ;b) , avec b # 0.

Preuve : Soit B une base orthonormale de E. Commengons par écrire

M = Matp(u) = (‘g ;) .

On a b # 0 car sinon u posséderait a ¢t d comme valeur propre réclle ce
qui contredit Phypothése initiale. De plus, comme u est normale et que 'on
s'est placé dans une base orthonormale alors ‘MM = M'M ce qui donne
lorsqu’on développe

a?+ct abtedy (a4 actbd
abted V2+d?) \ac+bd 4 d?

c’est & dire

b*=c et ab+cd=ac+bd
. La premiére assertion entraine & = ¢ ou b = —c. Or, si b = ¢ alors M
est symétrique et donc diagonalisable ce qui est impossible car M n’a pas de
valeur propre réelle done b = —c.
La deuxiéme assertion, quant & elle, s’écrit maintenant 2{a — d)b = 0 et
comme b # 0 alors @ = d et M cst bien de la forme recherchée.

a

Retournons au théoréme initial. Afin de le montrer on procéde par récur-
rence sur n = dim(E). Pour n = 1 c’est évident. Supposons le résultat
vrai jusqu'au rang n — 1 et montrons-le au rang n en nous aidant du lemme
précédant. Pour cela, distinguons deux cas:



Siu posséde au moins une valeur propre réelle A: Dans ce cas-13, on pose
2 un vecteur propre de norme 1 associé & cette valeur propre et ' = Vect(z).
F est stable par u, montrons que F est aussi stable par u*:

<w(z) — Az, ut() — Ao > =< u'(@),u(2) > -2\ < 2,u*(2) > A < 2,z >
=< z,u(u*(2)) > ~2X <u(z),x >+ N <z, >
=< z,u*(u(@)) > 22 <z, >+ <2,z >
=< u(z),ux)) > N <2,z >
=0

Donc u*(2) = Az donc F' est stable par u*.

Or, on sait que si un espace est stable par un endomorphisme alors I'orthogonal
de cet espace sera stabilisé par son adjoint. On a alors:

F stable par u = F' stable par u*

F stable par u* = F"* stable par u** = u

Comme wupr ob ufp, commutent et dim(F1) = n — 1 alors il existe une
base orthonormale By de F' dans laquelle la matrice de urs st de la forme
cherchée par hypothése de récurrence. B = {z, B;} est donc une base or-
thonormale de E et Matg(u) est bien de la forme recherchée.

Si u ne possede aucune valeur propre réelle: Dans ce cas-1a, on pose P =
X? 4 aX + 8 = (X ~ AN)(X — A) un facteur irréductible {done 8 # 0) du
polynéme caractéristique de v (avee A € C). On pose N = ker(P(u)).
Comme A est une valeur propre complexe de u alors

det(P(u)) = det(u —~ M dg)det(u — M\ dg) =0

donc N # {0}. N est clairement stable par u et méme par u* car comme u
et ©* commutent alors v* o P(u) = P(u) ou* donc

x € Ker(P(u)) = P(u)(2) =0 = P(u)(v*(z)) = 0= u'{z) € Ker(P(u))

Comme uul*N est symétrique et donc diagonalisable alors il existe x € N tel

que uu*(z) = pw avec g € R et on posc F' = vect(z,u{z)). z ct u(z) sont
libres {car u ne posséde pas de valeur propre réelle) donc dim(F) = 2. De
plus, u(u(z)) = v?(z) = —au(z) — B donc I est stable par w.

Montrons que I est stable par v*. Pour ¢a, on remarque que F' = vect(u(z), ©*(z))
car u(z) et u?(z) sont libres puisque f # 0. De plus:

3



w(u(e)) = wu'(z) = pz € F

w*(u?(2)) = viu*(z) = pu(z) € F

Donc F est stable par u*. Avec le méme raisonnement que pour le cas précé-
dant on en déduit que F'L est lui aussi stable par u et u*. Soit B; une base
orthonormée de F. Comme dim(F) = 2 alors d’aprés le lemme on en déduit

que Maip, (ur) est de la forme avec b # 0. De plus, w1 et U

a
b
commutent et dim(F+) = n — 2 alors il existe une base orthonormale By de
F dans laquelle la matrice de upL est de la forme cherchée par hypothese de
récurrence. B = {By, By} est donc une base orthonormale de F et Matp(u)

est bien de la forme voulue.

)



Equation de Hill-Mathieu

Arnaud PoiNas

10 février 2015

Référence : Hervé QUEFFELEC , Claude ZUILY - Analyse pour Uagrégation,
p.412-414.

Lecons : 154, 220.

41 On s'intéresse au caractére borné des solutions maximales de
Enoncé
Péquation:

(E): 4"+ gy =00l ¢g: R — R est continue et m — périedique.

On notera B = (y1,y2) la base canonique des solutions de (F) associée a
2g = 0 (c’est & dire que y1{0) = y5(0) = 1 et y2(0) = ¥{(0) = 0) et on notera
T = y(r) + ().

1. Si |T| < 2 alors toutes les solutions de (&) sont bornées.
2. Si [T] = 2 alors (E) posséde une solution non nulle bornée.

3. Si |T| > 2 alors toutes les solutions non nulles de () sont non bornées.

Preuve : On commence par appeler W = Vect(yy, y2) espace vectoriel
CUR) — CO(R}

y = (e ylatn) endomor-

des solutions de (F) et on pose ¢ :



phisme de C°(R). Montrons que W est stable par ¢:

yeW = y'(z) +¢(z)y(z} =0Vz c R
= y(z+m)+glz+myl+m)=0VreR
= 'z +7) +qlz)yle+n) =0z e R
= ¢y}’ +qp(y) =0Vz € R
= Ply) €W

Du coup, on peut poser A = ¢y la restriction de ¢ & W ainsi que M =
a ¢

M atB(A) = b di

phisme et afin de les déterminer on va calculer son polyndéme caractéristique

ce qui revient & calculer la trace ct le déterminant de A puisquon est en

dimension 2.

Commencons par expliciter les coefficients de M. On a par choix de la base:

On s'intéresse aux valeurs propres de cet endomor-

D) (@) = 1 - 7) = (@) byale)
{ Ss)(0) — oo+ ) — (@) | duala) T € R

En évaluant en 0 on obtient:
a=yi(m) ct ¢ = ya(m)
Ensuite, en dérivant puis en évaluant en 0 on obtient:

b=t} (r) et d = yj(n)

M= (yl(ﬂ) yz(ﬂ)j

vi(m) ya(n)

Bt done Tr(M) = yi(m) + yh(m) = T et det(M) = y(m)y(m) — pa(m)s4 ()
Cherchons une valeur plus simple pour le déterminant. Pour cela, on pose la
fonction w = y7% — y2y;. En dérivant cette fonction on obtient:

(e qui donne:

w' = yiyh + Y5 — Yol — Yoy
= —qih1¥2 + U2
=0



Donc w est constant. On a alors det(M) = w(m) = w(0) = 1. Le polynéme
caractéristique de M est donc yp = X% —TX +1 de déterminant A =72 —4
ce qui nous donne irois cas.

Si |T| < 2: alors M posséde deux valeurs propres complexes conjuguées
Aet A avee A = VAX = /det(M) = 1. Soit (w1, us) une base de vecteurs
propres. On a

ur(x + ) = Aua () i
{ uz(x + ) = Auz(2) veeR
done |ufz + )| = |u;(x)| Vo € R pour i € {1,2} donc u; et uy sont bornés
donc toute combinaison linéaire de u; et uy est bornée donc toute solution
de (F) est bornée.

Si |T| = £2: alors M posséde une valeur propre +1 ainsi qu’un vecteur pro-
pre associé w vérifiant u(z + 7) = Fuz) pour tout z et donc u est une
solution non nulle bornée de (£).

Si [T > 2: alors M posséde deux valeurs propres réclles distinctes A et }
avec |A| > 1. Soit (uy,uz) une base de vecteurs propres et y € W une solu-
tion non nulle de (F). 1l existe donc a, § € R avec a # 0 ou 8 # 0 tels que
Yy = oty + Pus.

Si ¢« £ 0 alors on prend un 2 € R tel que uy(z) # 0 ¢t on a alors Vn € N:

ya + nr) = aur(z + nx) -+ Pus(z -+ nr) = aXui(x) + A "up(w) - oo

car |A| > 1 donc y est non bornée. Si @ = 0 et § # 0 alors y = fuy. Or,
YneENona

Vo € R, wp{z +nm) = X "uy(a) = AMus(z) = us(e — nw)
donc si on prend un réel x tel que ua{x) # 0 alors Vo € N:
up({@ — nm) = N'up(z) — koo car jA] > 1

Donc u, n'est pas borné donc y = fu, n'est pas bornée done toute solution
de (F) n'est pas bornée.
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