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Théoréme de Lie-Kolchin

Par Erwan Pin

Définition. Un groupe G est résoluble s'il existe une suite (Gi)yicy telle que
{e} = Go < Gy ... 4Gy = G avec Gyy1 /Gy abélien pour tout 4.

Proposition. G est résoluble ssi In € N, D*(G) = {e}

Théoréme (Lie-Kolchin). Soit & un sous groupe connexe et résoluble de GL,(C).
Alors les matrices de G sont simultanément trigonalisables.

On commence par montrer le résultat suivant :

Lemme. Soit G-< G’Ln(C) abélien. Alors les matrices de (@ sont simultanément

trigonalisables.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n > 1. Le cas n = 1 est trivial. On
suppose que le résultat est vrai pour tout k <n—1 {n > 2), et s0it G un sous
groupe de G L, (C) abélien.

Si G ne contient que des homothéties, alors de fagon évidente le résultat est
vrai. Sinon, soit A € G, qui n'est pas une homothétie, et soient A une valeur
propre de A, V le sous espace propre associé {on a d = dnn(V) € {l,..,n—-1}).
Alors pour tout M e Getve V.

A(Mv) = M{Av) = M (M) = AMv

dPont My e V. Ainsi (7 laisse stable ¥V, On considére alors une base (e, ..., eq) de
V que Fon compléte en {e1, ..., e,) base de C", et dans cette base tout élement
M de G s’écrivent : Agl ﬂ}'z)’ avec My € GL4(C) et My € (GLy_4(C). Les
applications py : M > M et pa : M — My sont des morphismes de groupe, et
p{6) < GLy(C) abélien, po{G) < GLy,._4(C} abélien. Par hypothése de récur-
rence, il existe une base {f1, ..., fa) de vect{e1, ..., eq) telle que toutes les matrices
M solent triangulaires supérieures. De méme, il existe une base (fay1, .. fr)
de vect{egy1, .-, €n) telle que toutes les matrices My soient triangulaires supé-
rieures. Alors dans la base (fy, ..., fu), toutes les matrices de G sont triangulaives
supérieures, ce qui conclut la réurrence. O

Passons maintenant 4 la démonstration du théoréme.
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Preuve du théoréme. On raisonne par récurrence sur n > 1. Le cas n = 1 est
trivial. Supposons que le théoréme soit vrai pour tout k < n—1(n = 2), et soit
G < GL,(C) cannexe et résoluble.

Supposons tout d’abord qu’il existe un sous espace vectoriel ¥V € C" nen
trivial (ie distinct de {0} et C*), stable par G. Considérant une base de V que
Pon compléte en une base de C", les éléments M € G s’écrivent dans cette
base sous la forme 1\8’1 1{;2), avec My € GLa(C) et My € GL, 4(C), ou
d = dim{¥) < n. On considére les applications py : M ~+ M) et pp 1 M > Mo,
Etant des morphisines de groupes, et comme G est résoluble, on a que p;(G)
et Pp((F) sont résolubles. D’autre part ces applications sont continues, et G est
connexe, par conséquent p;(G) et Po((7) sont connexes. On peut donc appliquer
Phypothése de récurrence 4 ces deux groupes, nous donnant une base dans la-
quelte tous les M; sont co-trigonalisables, de m&me pour les Mz avec une autre
bagse. On concaténe ces deux bases, formant une base de C* dans laquelle toutes
les matrices de & sont triangulaires supérieures,

A partiv de maintenant on supposera qu’il n’existe pas de sous espace vec-
toriel non trivial stable par G : on dit que & est irréductible. On va montrer
gu’alors i = 1, ce qui conclura la preuve.

Soit m le plus petit entier non nul vérifiant D™(G) = {I;} (G # {I,}). On
pose H = D™~ YG), avec la convention que D°(G) = G. Alors H # {I,,} et
H est abélien car D(H) = D™(G) = {I,}. Ainsi par le lemme, les éléments
de H sont co-trigonalisables. En particulier, considérant la base commune de
trigonalisation, le premier vecteur de cette base est un vecteur propre commun
a toutes les matrices dans H.

Remarquons que H <G : en effet on a D?(G) < D(G) <G et D¥(G) est un
sous espace caractérisique de D(G), d’ott D?(G) <0G ; par récurrence on obtient
facilement que D*(G) < G, Vk.

Soit ¥V C €™ le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs propres com-
muns 3 tous les élements de H. Par ce qui précéde on a V # {0}. Soient
ve Vet M e G. Alors pour tout A € H : AM(v) = M{M1AM)(v), avec
M=1AM € H et done M~1AM(v) = Av pour un certain A € C, Ainsi on a
AM(v) = M(Av) = AM{v}, et donc on a montré que V est stable par G. Par
irréductibilité de G, on a V = C®, ce qui signifie que les éléments de H sont
co-diagonalisables.

On va montrer que H C Zg. Soit A € H, et considérons Papplication ¢ :
Me G M TAM. On a ¢(G) C H car H <1 G, ainsi par ce qui précéde les
matrices dans (G) sont co-diagonalisables. Ce faisant :

3P € GLa(C), YM € G, (MPY YAMP = Dy

ol pour tout M € G, Dy est une matrice diagonale, de coefficients diagonaux
exactement les valeurs propres de A comptées avec multiplicité. Ainsi il n’y a
qu’un nombre fini de possibilité pour Dyy, et donc o(G) est une partie finie
de GL,(C). De plus ¢ est continue et & est connexe, par conséquent ©(G) est
connexe. On en déduit que ¢(G) a au plus un élément, et on sait que A =
() € w(@), don p(G) = {A} et H C Zg.

Maintenant, solent A € H et W un sous espace propre de A. Evidemment
W £ {0}, et comme A commute avec tous les éléments de GG, on obtient que

e,
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W est stable par G. Par irréductibilité de G, on a W = C", et donc 4 est une
homothétie. Ainsi on a montré que H C {Al, : A e C}.
A présent raisonnons par absurde et supposons que m > 1. Alors :

H ¢ D(G) ¢ D(GL,{C)) = SL,(CT)

et donc i C {AI,, : A" = 1}. Ainsi H est un groupe fini, et de plus it est connexe
car le groupe dérivé d’un groupe connexe est encore connexe, Donc H a au plus
un élément, et il contient nécessairement I, d’od H = {1I,,}, ce qui est absurde
{cela contredit la minimalité de m).

Donconam=1,dod G=H C {Al,: A€ C}, et par irréductibilité de G,
on en déduit que n = 1, car sinon tout sous espace vectoriel non trivial de C*
serait stable par . La preuve du théoréme est ainsi terminée. 8

Référence(s).
— Antoine Chambert-Loir, Algébre corporelle, édition éllipses.
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