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THEOREME DES EXTREMAS LIES

Référence : GOURDON : Analyse p. 317 et 327
Soit U un ouvert de R*, et f,91,...,9~: U — R des fonctions de classe C1. On définit
I'={zeU|nls}="=g(z)=0}

Idée : maximiser (ou minimiser) f sur un sous-ensemble de U de la forme de T,

— THEOREME (THEOREME DES EXTREMAS LIES DE LAGRANGE)

Si fir admet un extremum relatif en a € T, et si les formes linéaires Dgi(a),...,Dg,(a) sont linéairement
indépendantes, alors il existe des réels Ay, .-+ | A, appelés maultiplicateurs de Lagrange, tels que

Df(a) = Z AiDgi(a).

Preuve

1. Soit s = n—r. On peut identifier R" & R* x R". On écrit donc les éléments de R” comme (z,y) ot 2 = (21,...,25)

eb y=(y,...,4m)-

Posons a = (o, 8) € B* x R",

Déja, » < n car les formes linéaires Dgi{a) forment une famille libre et la dimension de 'espace dual de R" est n.
De plus, sl v = n, le théoréme devient évident car les Dgi(a) forment une base de (R")".

On peut donc supposer que r < n, ie s 2 1.

2. Les formes linéaires (Dgi(a)); ¢;¢, forment une famille libre, ainsi la matrice :

891, ... Ga, .\ Og. .\ . 8q
B, {a) Ba, {a) e (a) ay,(“)
agr' ag; Bgr- _éfgi'
By (e) Bors (a) o {a) ayr(“)

1
est de rang r °,
On peut donc? en extraire une sous-matrice r x 7 inversible. Quitte a changer le nom des variables, on peut

supposer que :
det ( %(a)) #0
Yi 1€4,5<r

Ce qui peut se reformuler, en posant g :== (g1,...,9r) par : Dyg(a) est inversible.

3. D'aprés le théordme des fonctions implicites, on peut donc trouver un voisinage ouvert I’ de o dans R®, un
voisinage ouvert 2 de a){cr, §) dans B* et une fonction de classe © = (1,...,¢r) : U’ = R” de classe C* tels que :

(m el (1) €Qet glz,y) =0) & (¥ = o(z)

En d’autre termes, sur un voisinage de q, les éléments de I' s’écrivent (=, ¢(x)). Comme a € [, on a 8 = p{a)

1. car r lignes donc au plus 7 et les Dg;{a) forment une famille indépendantes. Or les Dg;(a) sont une combinaison linéaire des
dérivées partietles. Supposons par Pabsurde que les r lignes soient liées. Avec les deux combinaisons linéaires combinées (ahah) on
arrive 4 une absurdité.

2. cf Debeaumarché

Laura GAY p.1 15 juillet 2015




4, Posons ¥ = (¥1,...,0n) : ¢ € U C R 3 (2,0(x)). Alors 9(z) € T par le TFL Posons également, sur U’,

h= fo.
Comme h{a) == f(a), h admet un extremumn local en e (car f admet un extremum local sur T en a).

Ainsi, pour tout i & [1, s],

(@)= j{j 2 NGt )4-253 P ) T e)

En remarquant que ¥j € [1, s], =2 =§;; et que Vg € [1,7] 8%“ ?;i’ Et comme e = (), on obtient :
] i

aﬁnzgu (@) =0

De plus, g o % est nulle sur U done pour tout k € [1,r] c’est également le cas pour gk o 3. Donc, par un calcul
similaire & celui du dessus, pour 1 € [1,4] :

aga( )+Zf9tﬂj Hgk a) =0

Si on considére donc la matrice :

af af af
?(a) e gIS ( ) 6y1 (G.) e Byr (a)
g1 oq1
P E G- m)%u~-%u
%@~-£wgy) 6%@

Les s premiers vecteurs colonnes de Af s’expriment, d’aprés les deux formules aux dérivées partielles ci-dessus,
linéairement en fonction de ses » derniers vecteurs colonnes, donc rg(M) < . Ainsi Jes r + 1 lignes de M forment

une famille liée. ®
Ceci entraine lexistence de réels pg, ..., #r non tous nuls tels que :

#oDf{a) + piDgs(a) + -+ + prDg(a) =0
Comme la famille (Dgi(a)):i est libre, pg 7 0 donc en posant A; = ﬁ::—i pour 1 € {1,r], on obtient
1]

Df(a}) =y  ADgi(a).
i=1

— THROREME (THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES)
(Rouviére) Soient U un ouvert de R® x R", (a,b) un point de U, et f € CH{U,R"). On suppose que f(a,b) =
0 et que la matrice jacobienne Dy f(a,b) formée des dérivées partielles par rapport & y, est inversible, ie

detDy f(a,b) # 0.
Alors Péquation f(z,y) = 0 peut &tve résolue localement par rapport aux variables y : il existe V' (voisinage

ouvert de a dans R®), W (voisinage ouvert de b dans R"), avec V x W C U , et une unique application
@i V - W de classe C* telle que :

(xeVye Wet flz,y)=0) & (z Vet y=p)

De plus, D, f(z,y) inversible pour tout (x,y) € V x W.

3. Plus précisément, ¢a vient de rg(* M) =1g(M), le rang des vecteurs lignes est égal au rang des vecteurs colonues de M

Laura GAY p.2 15 juillet 2015




Formes de Hankel

Akita
ENS Rennes, 2013-2014

Référence : Histoires hédonistes de groupes et de géoméiries, Caldero-Germoni.

Développement pour les legons :

142. Algébre des polyndmes & plusieurs indéterminées. Applications.

144. Racines d'un polynéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples
el applications.

158. Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

159. Formes linéaires et hyperplans en dimension finie. Exemples et applica-
tions.

170. Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthog-
onalité, isotropie. Applications.

171. Formes guadratiques réelles. Exemples et applications.

Intérét : étant donné P € R[X], le but du jeu est de construire une forme
quadratique réelle de signature (a, b) telle que a + b = (nb de racines distinctes de
P} ¢t a — b =(nb de racines réelles distinctes de P).

Soit P € R[X]. Notons n son degré, az, . .., o ses racines (réelles et complexes)
!

distinctes et mq, ..., my leurs multiplicités respectives. Posons' sj, := Zm.:af et

11

n
glz,. .., 2p) = Z Si4j-22:%5. ¢ est une forme quadratique réelle car

ij=1
sy = Y (vacines réelles) + ) _(racines complexes)
= 3 (racines réelles) + >_m;(af + @")
= Y (racines réelles) + > m;2Re(af) € R

1. Ce sont les sommes de Newton.




Notons {a, b) la signature de g et posons également, pour k € f1,1],

(@1, ., Bn) = Y 0f ‘@ Les ¢ sont des formes linéaires de C". Montrons
i=1
!
qu’elles forment une famille libre. Si Y Aggr = 0 alors (en notant {ey,...,e,) la
k=1

! !
base canonique de C*) : > Appp(e;) = 0,ie: Y Mo =0, dott?:

k=1 k=1
1 o ... of!
CSTRIP)) IR D[ =0
1 o ... ot

Le déterminant de la matrice est un déterminant de Vandermonde non nuf car
les o sont distincts. Donc les A; sont nuls et la famille {@g)k=1,..; est libre. Or :

! n
;;1 mppr(z)® = Z mi(3 af )

Doncl=1g(q) =a+b.

Pour le second résultat, remarquons que si oy, est une racine complexe de P
alors f 4 @2 = 2Re(ip1)? — 2Im iy )%, aussi sign(pi + %) = (1,1).

Notons r le nombre de racines réelles distinctes de P et (quitte & réordonner
les racines de P) supposons que les aq, ..., a, sont les racines réelles de P. Alors,
en regroupant les racines complexes et leurs conjuguées dans la deuxiéme somme
et en remarquant qu'il y a | — 7 racines complexes distinctes, on obtient :

r HJ_Tr
g= > mpr+ D my (0} + B
k=1 r+1

Or la signature de la premiére somme est égale & (r,0) et celle de la deuxiéme

-7
est égale&(‘%,‘—;—’") donca=r+T:r+betalorsr=amb.

2. Remarquer que ! < n et done ce qu'on fait 14 est légitime.
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