








Maylis Varvenne & Caroline Robet

Notations :

- q: {formes quadratiques de IR."}

- Q+ - {formes quadratiques positives de lR"}
- Q++: {formes quadratiques définies positives de R."}

Théorème. Soi,t K un compact d''i.ntérieur non üde de IR".

Alors il eriste un un'ique elli,psoîde centré en 0 de aolume minimal contenant K.
Autrement d'i,t, il eri,ste une un'i,que forme quadrat'ique q défini,e pos'itiue telle que to: {æ e R", q(o) ( 1}
soit d,e uolume m'i,n'i,mal et contienne K.

Démonstration. Soit q € Q++.
On sait qu'il existe une base B : (et,.., er) de IR' dans laquelle q est de la forme :

q(r):i*r*l avec ai> 0 Vi
i:1

Soit alors, Vn le volume de tr, on a donc

v,: | " lr=,o,,1<rd""d*n

En posant ta: y64ri, on obtient :

,, - f ... I d'h"d'tn
's- I J2;i,t3çr ÿ/al'n"

Soit S la matrice de q dans une base orthonormale, comme ,S est symétrique réelle défrnie positive (ie

dans Sf,+), il existe P dans GI"(R) telle que S : Pd,iag(at,..,an)P-l.
D'où, detS:ût...an ne dépend pas de labase choisie, on pose donc

Ellipsoïde de John-Loewner

D@):ffa1
i=7

Vo
'' - JD@

où V6 représente le volume de la boule unité de lR".
Le problème admet une nouvelle formulation : Montrons qu'il existe une unique q e Q++ telle que D(g)
soit maximal et que S(rr) ( 1 pour tout z dans K.

Soit,4 : {q eQ+lq@)( 1, Vr € K} et N(s) : sup lq(z)l une norme sur Q.
llrll(t

Montrons que ,4 est un compact convexe non vide de Q.

D'où



,4 convexe :

Soient q, q' e A et À € [0, 1]. Alors,

Vr € JR', ),q(n) + (l - \)q'(r) ) 0

Væ e K,Àq(r) + (1 - À)q/(r) < À+ 1 - À : 1

D'où Àg + (1 - À)q/ appartient à "4 et donc -4 est convexe'

"4 
fermé :

Soii (q,c)12, € ,4N qui converge vers q € Q'
On a:

vr € rR', lq@) - qr(")l ( ll"ll'N(q - s*)

On en déduit donc que Vr € IR', /$co("; 
: s@)'

DoncVr e IR", q(r) 20 etYæ e K,q(r) ( 1et donc q appartient à "4'

D'où ,4 est fermé.

,4 borné :

tu **pu.t K est d'intérieur non vide, donc ilexiste o dans K etr > 0 tel que B(a,r) c K. soit

s€4.
Sl llrll ( r, alors alæ e K donc q(a+r) ( 1'

De"plus, q(-a): q(o) ( 1, donc d'après l'inégalité de Minkorrski, on a :

Donc q(r) ( 4.

si llrll ( 1, r4
ls(")l:s(r):poQy)<p

ll.ll(r

En prenant le sup à gauche, on obtient

4
N(q) ( -

D'où -4 est borné.
o ,4, non vide :

Comme l( est compact, il est borné donc il existe M > O tel que pour tout r dans K, llrll ( M.

Soitfl€e+définie parÇ(r):Hlr.Alors,Vr €K,or.abienfl(r)(1.Donc,Q-appartientà.,4.
D'où ,4 est non vide.

Comme ,4 est compact, l'application continue q r+ D(q) atteint son maximum en Qs e A.

O" pf"r, p(O : #, >'0, ao"" par maximalité de D(qs), on a D(q6) > 0 et donc qo € Q++.

Montrons maintenant l'unicité de qs. supposons qu'il existe q * qo telle que D(q) : D(so).

Par convexité de A, Tk + qù e l.
Ainsi, par convexité Ësarithmique du déterminant sur §f,+ (voir lemme qui suit), on a :

, (ir+ s.)) : a"t (]ts + s.)) > (dets)à(detso)+ : o(sù

Ce qui est absurde par maximalité de D(qe).

D'oir l'unicité et le théorème est finalement démontré' 
tr



Lemme (Convexité logarithmique du déterminant sur §f+). So'i,ent A et B deu,a matrines

aymétri,qtrcs réelles défi,nies positi,ues, a et p detn réels positi,fs tels que a + P : l'
Alors

det(o.,{ + P B) } (det.4)'(d"t tP
De plus, t'i,négalité est stri,cte si a €]0, Ll et si A * B.

Démonstrati,on. Soient qA et qB les formes quadratiques définies positives associées à A et B.
D,après le theorème de réduction simultanée, il existe une base qui est g6-orthonormale et qs-orthogooale.

Ainsi, il existe P € Gr,(R) et D : d,i,ag(\,.., À,") telles que :

A:tPP etr B:IPDP

On a donc (det.4)'(det B;É : (det P)2'((det P)2 aet O1Ê : (aet P)2(det D)F
cara+ §:L.
D'autre part, det(aA + PB): det('P(a/,, + PD)P): (det P)2 det(aln+ PD).
Le problème revient donc à démontrer que

(det(al, + PD) >

tu

e fl(CI + A^ùà

|t,

<+f h(o* g^ùZ
i=l

Or, par concavité du logarithme, on a

Vi e {1,..,n}, ln(o + ÉÀr) } oln(l) * ÉlnÀr : plnÀt

D'oir le résultat en sommant sur i.
DanslecasoùCI€]0, 1[ etAt' B,commeaumoinsundes \t.*7, parconcavitéstrictedulogarithme,
on obtient bien l'inégalité stricte voulue. tr

Référence : Flancinou, Gianella, Nicolas, Orau'r X-ENS Alqèbre 9.

(detD)É

(ü^,)'

rf r,1rny
i=1



Lemme de Morse

Maylis Varvenne & Ca.roline Robet

Lemme de Morse. Soit ! : [/ -+ IR, de classe Cs sur IJ ouaqt deR" tq 0 € t/.
Si D1@):0, D2l(0) est non déséné{ee et si$ù(Dzf (0)) = @,n-p)
alors il ed,ste g un Ct -di,fféomowhi,sme entrc d,eus aoisinages de 0 dans P,n tel que :

-e(o):o
- f@ -/(0) :u?+"'+"'o-u?*r"'-uf; oùu:e(o)

Lernme. Soi,tAs € GI'(lR)n,Sr(lR)
tels qte :

olors il eoiste un aoi,sùrage V de Ao dons,9," (R) et Ô e Ct (V,GL"(R))

YAeV, A:t 0(A)A|ô(A)

Démonstrutî.on du Lemme. 9: M'(R) 
3f*(H* est polvnomiale donc cr.

Soit If e ,,V"(lR),

p(I^+ H) - ç(1"):' (In+ H)Ay(I^+ H) - Ao

-:,^il,^;";;Ti,,.,ui^o*-Ao

Or .4s € .9,n(lR) donc tHAs :t (.Aslf), d'où

DeQ)@):t (AoH) * AoH

D'où If e Ker(Dq(I.)) <+ -40f1 € .4n(R).

De plus, Dp(I*) est surjective car pour A e S,(R.), n9$^)(5/): l.

On pose F: {H € i4"(R)l/4,0H e S"(R)}.
On a .,V',(R) : ^9*(lR) O,4'(R) : .t'@ Ker(Dp$))
Soit ÿ : F -+ S"(R) la restriction de tp à ,F'.

Sur F, Drb$à est bijective cal Ker(Dg(I")) nF': {0}.
Par le théorème d'inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de In dans F (que l'on peut supposer

contenu dans l'ouvert des matrices inversibles) tel que ry' soit un diffeomorphisme de classe Cr de U sur

V : rh(U).
Ainsi, V est un voisinage ouvert de.4s - ÿ(-I,) dans Sr(lR) et YAeV,1:t ç-t(A)Aorb-1(A) d'où Ie

resultat avæ ô: th-t tr

Démonstrotion du Lemme de Morse. On écrit la formule de Taylor à l'ordre 1 avec reste intégral au

voisinage de 0.

of(o)(r) + l,' O - t)(D2 I gû))(r, æ)dt

'* (1,' r, - ù (D2 î(tû)) ,,) ,
tæQ@)r

t@) - /(0):



Q est de classe Cl. De plus, 8(0) € GI,(R) n ^9,(R') car Q(0) - D2l@) 
'

On peut donc appliquer le lemme préédent :

Il existe ÿ un voisinage de 8(0) dans IRn et iD G C\(V,GL"(R)) tel que

Y A e V, A :t O(A)Q(0)O(,4)

De plus comme e : T" 
= 

&$' est continue, il existe un voisinage ÿo de 0 dans R' tel que

vo c Q-t(v).
Ainsi' vc evs' Q@) € v' donc 

e@) :'o(e(r))e(o)o(8(r))

On pooe M(a): O(8(")) et on obtient

Q@):' M(æ)Q@)M(r)

Il s'ensuit que /(r) - /(0) :t vQ@)y avec Y : M(æ)r'
D,autre pa*, d'apias ie'ttreorame a'inertie de Sylvester, 3P e G-L"(]R) telle que

' - \o -I^-p)

On a donc

l@) -/(0):' (p-'ù(pQ(0)P)(P-1v):',tr-") (? -;-,) (P-'s)

En posant u: g(æ) avec a(r) : P-Lg: P-rM(o)a, on a bien

- e(o):o
- 

'r@t 
- /(0) : u? + "'+ "l - ûr*r"' - ul où u : P(æ)

Il reste à montrer que g définit un cl-difféomorphisme entre deux voisinages de 0.

Calculons la différentielle à l'origine de I :

ç\h) - e$):P-tM@)h
: P-t (M (o) + D M (o).h + o( llhll)tr

car M est différentiable en 0 puisque f est Cs sur [/ ) 0'

:P-1M(O)h+ o(lltr,ll)

Comme p-r M (o) e G.L,"(R), D9(0) est inversible et comme p(0) : 0, d'après la théorème d'inversion

locale, il existe deux voisinages de 0 tel que rp soit un C1-diff,éomorphisme entre ces deux voisinages.

Le théorème est donc démontré. 
tr

Référence : FYançois Rouvière, Petit guùle de calcul différentiel


