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Ellipsoide de John-Loewner

Maylis Varvenne & Caroline Robet

Notations :
- @ = {formes quadratiques de R™}
- QT = {formes quadratiques positives de R"}
- Q@+t = {formes quadratiques définies positives de R"}

Théoréme. Soit K un compact d’intérieur non vide de R™.

Alors il existe un unique ellipsoide centré en 0 de volume minimal contenant K.

Autrement dit, il existe une unique forme quadratique g définie positive telle que &, = {z € R™, ¢(z) < 1}
soit de volume minimal et contienne K.

Démonstration. Soit ¢ € Q++.
On sait qu’il existe une base B = (ey, .., e,) de R™ dans laquelle g est de la forme :

n
q(z) = Zaiz? avec a; > 0 Vi
i=1

Soit alors, V le volume de &;, on a donc

ekl

v :// dty..dty
7 74 t?él A/Q1..Qp

Soit S la matrice de ¢ dans une base orthonormale, comme S est symétrique réelle définie positive (ie
dans S;}), il existe P dans GL,(R) telle que S = Pdiag(as, ..,an)P ™.
D’oll, det S = a;...a,, ne dépend pas de la base choisie, on pose donc

En posant t; = \/a;x;, on obtient :

n

D(q) = H a;

i=1

D’ou
Vo

v D(q)

ol Vp représente le volume de la boule unité de R™.
Le probleme admet une nouvelle formulation : Montrons qu'il existe une unique ¢ € Q*+ telle que D(q)
soit maximal et que g(z) < 1 pour tout  dans K.

Vg =

Soit A ={q€ QF|q(z) <1,Vz € K} et N(¢) = sup |¢(x)| une norme sur Q.
B

Montrons que A est un compact convexe non vide de Q.



e A convexe :
Soient ¢,¢' € A et X € [0, 1]. Alors,

vz € R™, Mg(z) + (1 — N)¢'(z) =0

Vz e K, M\(z)+ (1 =N (@) <A+1-A=1

Dot Ag+ (1 — \)¢' appartient & A et donc A est convexe.
o A fermé :
Soit (gk)ks0 € AN qui converge vers g € Q.
Ona:
vz € R, |g(z) — gr(e)| < l|z]*N(g — ax)
On en déduit donc que Vz € R", klirn ar(z) = q(=).
—00

Donc Vz € R?, ¢(z) > 0 et Vz € K, g(z) < 1 et donc ¢ appartient a A.
D’ot1 A est fermé.

e Aborné : A
Le compact K est d’intérieur non vide, donc il existe a dans K et r > 0 tel que B(a,r) C K. Soit

g€ A
Si ||z < 7, alors a+z € K donc g(a+2) < 1.
De plus, g(—a) = g(a) < 1, donc d’aprés l'inégalité de Minkowski, on a :

Va(z) = Vela+z —a) Va(z +a)+vq(—a)

<
< 2

Donc g(z) < 4.
Si |zl < 1, ) q
l9(@)] = g(e) = ze(rz) < 7

I-l<r

En prenant le sup & gauche, on obtient

D’out A est borné.
e A non vide :
Comme K est compact, il est borné donc il existe M > 0 tel que pour tout z dans K, ||z|| < M.
2
Soit § € Q1 définie par g(z) = L;;'L— Alors, Vz € K, on a bien g(z) < 1. Donc, ¢ appartient a A.
D’ou1 A est non vide.

Comme A est compact, I'application continue g — D(g) atteint son maximum en go € A.
De plus, D(q) = MI—; > 0, donc par maximalité de D(go), on a D(go) > 0 et donc go € Q.

Montrons maintenant 1’unicité de go. Supposons qu'’il existe g # go telle que D(q) = D(qo).
Par convexité de A, 3(¢+ q) € A.
Ainsi, par convexité logarithmique du déterminant sur St (voir lemme qui suit), on a :

D (%(q - %)) = det (%(s A 5'0)) > (det S)? (det So)? = D(o)

Ce qui est absurde par maximalité de D(qo)-
D’ot1 ’unicité et le théoréme est finalement démontré.



A

Lemme (Convexité logarithmique du déterminant sur S++). Soient A et B deux matrices
symétriques réelles définies positives, a et [ deux réels positifs tels que o+ B=1.
Alors

det(aA + BB) > (det A)*(det B)P

De plus, U'inégalité est stricte si o €]0,1] et si A # B.

Démonstration. Soient ga et g les formes quadratiques définies positives associées a A et B.
D’apres le théoréme de réduction simultanée, il existe une base qui est ¢ a-orthonormale et ¢g-orthogonale.
Ainsi, il existe P € GL,(R) et D = diag(\1, .., An) telles que :

A='PPet B='PDP

On a donc (det A)*(det B)# = (det P)2*((det P)? det D)? = (det P)?(det D)?
cara+ B =1.

D’autre part, det(ad + SB) = det(*P(al, + BD)P) = (det P)* det(al, + AD).
Le probléme revient donc & démontrer que

(det(aly, + D) > (det D)P

n n B
< H(a + BN) = (H Ai)

i=1 i=1
n n
& Z In(a + SA:) 2 BZln(Ai)
i=1 i=1
Or, par concavité du logarithme, on a
Vi€ {1,.,n}, In(a+ BA;) = aln(l) + BIn); = Bln )

D’ot le résultat en sommant sur <.

Dans le cas oll a €]0,1] et A # B, comme au moins un des \; # 1, par concavité stricte du logarithme,
on obtient bien I'inégalité stricte voulue. O

Référence : Francinou, Gianella, Nicolas, Orauz X-ENS Algébre 3.



Lemme de Morse

Maylis Varvenne & Caroline Robet

Lemme de Morse. Soit f: U — R, de classe C® sur U ouvert de R" tq0 € U.
Si Df(0) = 0, D2f(0) est non dégénérée et sign(D*f(0)) = (p,n — p)
alors il existe ¢ un C-difféomorphisme entre deux voisinages de 0 dans R™ tel que :

— ¢(0)=0
— f@) = fO) =i+ -+ —uyy - —ul otu=p(z)

Lemme. Soit Ag € GLn(R)NS,(R) alors il existe un voisinage V de Ag dans Sp(R) et ¢ € C*(V,GL,(R))

tels que :
VA€V, A= ¢(A)Acd(4)

Démonstration du Lemme. ¢ : ﬁ"(R) :f;}i&) M est polynomiale donc C*.
0

Soit H € M,(R),
o(In + H) = o(In) =' (In + H)Ao(In + H) — Ao

= Ap +AOH+t HAq +tHAOH — Ag

=" HAo + AoH + o(|| H]))
Or Ag € S,(R) donc tHAp =! (AgH), d’ott

Dy(I)(H) =" (AoH) + AcH
Dot H € Ker(Dp(I,)) < AoH € A,(R).
=1

De plus, Dy(I,) est surjective car pour A € S,(R), Dcp(]n)(é%—A) =A

On pose F = {H € M,(R)|4oH € Sp(R)}.

On a M,(R) = S,(R) ® 4,(R) = F & Ker(Dy(I,))

Soit 9 : F' — Sp(R) la restriction de ¢ & F.

Sur F, Dy(I,) est bijective car Ker(Dy(I,)) N F = {0}.

Par le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de I, dans F' (que ’on peut supposer
contenu dans l'ouvert des matrices inversibles) tel que 1 soit un difféomorphisme de classe C 1 de U sur

V =¢(U).
Ainsi, V est un voisinage ouvert de 4g = ¥(I,) dans S,(R) et VA € V, A = =1 (A) Aoy~ (A) d’oti le
résultat avec ¢ = ¢! O

Démonstration du Lemme de Morse. On écrit la formule de Taylor a 'ordre 1 avec reste intégral au
voisinage de 0.

f(z) - £(0) = DF(O)(z) + / (1 — 0)(D21 (1)) (z, o)t

= tg (/01(1 —t) (D2 f(tz)) dt) z
= "2Q(z)z



A\

Q est de classe C'. De plus, Q(0) € GLn(R) N Sn(R) car Q(0) = D_"’g(_o).
On peut donc appliquer le lemme précédent :
T existe V un voisinage de Q(0) dans R™ et ® € C'(V,GL.(R)) tel que

VA €V, A=t 3(A)Q(0)B(A)

n
De plus comme @ : K : g’zg}){) est continue, il existe un voisinage Vo de 0 dans R™ tel que

Vo cQ7(V).
Ainsi, Vz € Vo, Q(z) € V, donc
Q(z) =" 2(Q(2))Q(0)2(Q(x))

On pose M(z) = ®(Q(x)) et on obtient
Q(z) =" M(z)Q(0)M (z)

1l sensuit que f(z) — f(0) = yQ(0)y avec y = M (z)z.
D’autre part, d’aprés le théoréme d’inertie de Sylvester, 3P € GL,(R) telle que

‘PQ(O)P=<I(§’ 0>

B

On a donc

- 50 = PPeOPEw = ) (B P ) e

n-—p

En posant u = ¢(x) avec p(z) = P~ly = P~1M(z)z , on a bien

— ¢(0)=0
— f(z)—f(O)=u§+---+u§—u§+1---—uﬁoﬁuch(z)

1l reste & montrer que ¢ définit un C!-difféomorphisme entre deux voisinages de 0.
Calculons la différentielle & I'origine de ¢ :

o) — 9(0) =P~ M (h)h
=P~Y(M(0) + DM (0).h + o(||R|))h
car M est différentiable en 0 puisque f est C3 sur U 3 0.
=P~ M (0)h + o(||Al)
Comme P~'M(0) € GL,(R), Dp(0) est inversible et comme ©(0) = 0, d’aprés la théoréme d’inversion

locale, il existe deux voisinages de 0 tel que ¢ soit un C!-difféomorphisme entre ces deux voisinages.

Le théoréme est donc démontré.
O

Référence : Francois Rouviere, Petit guide de calcul différentiel



