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Loi de réciprocité quadratique

RInn'Rur Antonin

2013-201,4

Lemme l. Soient p un nombre premier i,mpair et a €W$' Alors

l{r e F, ; ar2 -1}l : 1. (;)

Thêorème 2 (Loide réciprocité quadratiq:ur-). Soientp et q deur nombres premiers impai,rs dr,sti,ncts.

Atrtrs 
(î) (;) :?1)++

D émonstration. Considérons l'ensemble

x : {(u,...,np) e fi; r? + "' + n}: t1.

Nous allons dénombrer les éléments de X de deux manières différentes :

Méthode 1. Faisons agir Ie groupe V,f pZ at X par permutation circulaire des coordonnées. Pour

cette action, il y 
"a 

aeu* types d'orbites : d'une part, les singletons de la forme {(,, ' ' ,')}
ayec. fr € IFp, dont les stabilisateurs sont égaux àV'lpV'; d'autre part, toutes les autres orbites

ont nécessairement un stabilisateur trivial. Le nombre d'orbites de la forme {(*," ',r)} avec

r e. W7.,, est égal au nombre de solutions de l'équalion pn2 : 1 d'inconnue f € IFp, qui vaut

, * (Ë) d,après le lemme 1. Chacune des autres orbites est de cardinal p d'après la relation

orbite-stabilisateur'
En partitionuant X par les orbites distinctes de cette action, on en déduit que

txt :,*(q) modp.I I 
\q/

Méthocle 2. Les formes quadratiquesQ : (r1,.. . ,rp) *-+ r2t*' "+*7et Qt : (1 ,'r, '','!Jd,2,1't') +-+

2(,!ltzt+...+ ,!/,tzd) + o,t,2, àve.{,. a: Ç et a, = (-1)'1, sont értrttivalentgs sur Ff : tltr cflt:t. lettrs

rnatrices resPectives sont -I, et

de même rang et de même discriminant (elles sont toutes deux de déterminant i), donc elles

sont congruentes en vertu de la classification des formes quadratiques sul' les corps finis. Ainsi,

le cardinal de X est égal au cardinal de l'ensemble

X' : {(at,...,Ud, 21,.. ., zd,,t) eEl; z(wzr *''' * uaza) * at2 : 7}'

Dénombrons les éléments de X/. Soit (g1, ...,Ad,,21t "',26,t) e Xt'

01
10

01
10



o Si 91 : ... : ad : g,alors at2 : 1. Il y a donc g possibilités pour chaque zi, etr 7* (t)

possibilités pour ü par le lemme 1, soit un total ae Od (r - (t)) possibilités'

o Sinon, il existe au moins un U?. non nul. À At,...,Adet ü fixés, les za possibles forment un

hyperplan affine de Fâ, it y u aon. qa-' porstliiiter. Au total, il y a (qd - 7)qqd-' : (qd - l)qd

possibilités'

on en déduit que lxl : qo (qo - (t))
Finalement: en recoupant les deux méthodes' on obtient

txt : q+ (q+ + ç\++) : , . (i) mod P,

d,où il s,ensuit la loi de réciprocité quadratique après simplification' I

Complêment:classificationdesforrnesquadratiquessurlescorpsfinis

Théorème 3. sor,ent K : Ws ,un corps fini, d,e caractéristique d'ifférente d'e 2' et v un K -espuce

aecto,iel rJe d,i,mension finie n, Dans 'un, bo,, adaptée,'toute forme q'uadratique non dégénéree sur v

a une matrice de la forme In ou

auec(1'€'Knoncarré(i'lyadon,ceractementd,eurclassesdecongruencedet'ormesquadr,att,quessllr
v).

Démonst,ation. procêdons par récurrence sur n. Si n: 1,le rêsultat est immédiat' Supposons que

r.t.) 2,et que le résultat soit vrai au rang n-1. soient Q une forme quadratique non dégénérée sur

V,et (e1,...,ên) une base de ÿ orthogonale pour Q' Pour tous À'p'€ K'

Q()'u * rtez): 
^2Q@t) 

* tzq@z)

Montrons qu,il existe \,l,t €K tels que À2e(er) + p28@2) = 1. comme K contient aP carrés, les

ensembles E -- {^'Q(er);À e K} etf : i1 - t';Q@ùly e K) sont tous deux deiardinal $
(Q(er), Qkù fo ca, I Lst non dêgénéree)' Àinsl' lEl +lFl : q +7 > q :lKl' donc par le principe

rlcs tiroits, EaF *0.
oti ,ost: al,rs c', - Àe't * 7't'e2' O. a Q(e!) : I L'h1'lr.tltt)se tle rû:itrtence appliq,éc à la l.t'nrtr

quadratique no, dégéné ree eii,duite par-à sur Vect(e!)f permet de conclure' I

Références
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Rêférence :
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Proposition I
pour n l0 on note Bn le nombrcr de portitions di'stinctes de l'ensemble lnl'

Alors :
(i) la série ent'i,ère»*T'" (Lunragon ile æmteryence R>0 et so sarnrne I ûri'fie:

Vz e (-.R,R), î(z): e'o'r

(ii,) paur toutk € N on' o :

DÉtvtoNs'rRerroN :

(i) soit n2o.Pour 0 s & < n, onnote Etr l'ensembledespartitions de [n+1] telle quele

,,rnorceau2,, contenan[ n * 1 soit de caràinal rk + 1. Pour construire une t'elle partition' il

suffir de choisir ;;;.; de n * 1 (.h;i; de k élêments dans [nl) puis de partitionner les

n*l -(ft + 1) :n- kentiers restants' d'où card(Eù:C*'Bn-n'

Deplus,ilestclairque{Eg,'..,E*}estunepartitiondel,ensembledespartitionsde[n+t]
etdonci n n \

Bn+t:f carcr(Ep) :ÿ'l'^-k : » C§Bv cx Cli-k : cf' (l)

Éo k:o k:o

Démontrons par récurrence sur n ) 0 que Vn € N' B* l nl'

- n:0. Tlivial'
- Supposons la propriété vraie au rang n) 0' Alors :

Bn+t:ÿclno
/c:0

lL

< ÿ clrt
lc:O

'L. I

=nt\TÂ.
Ic:Ot--w-z

s1

S (n+ 1)!

D'où l'hérédité' . Bnr"rn< r,rk 
^onc 

, 1 âu rayon
De fait, pour tout rù € N et z €.C',0<Bfil'l S lzlk donc 'R est supérieur ou éga

de convergence de la série géométriqu", l'.rroir 1. En particulier, À esb strictement positif'

Soit à present z €. (-R,'R)' Alors' par un changement d'indice :

tQ):,*Ë ffi,**,
N.r"* q* 1" *.ù. partition de 0 étant {0}' on a Bs = l '

Il faut bien que je m'amuse de t'emps en temp§ " '

1 *-. rrkBx: 
ê -l^a



Par théorèrne de dérivation terme à terme pour les séries entières on obtient :

t'Q):î}'"
n=O

:à* (à"*'-) z'' Par ( I )

æ /n . \::E#ù)"
On reconnalt dans cette dernière o<pression le produit de Cauchy des sériæ »fi et»t'",
toutes deux de rayon de convergence supérieur ou égal à 'R' De fait :

Vz e (-.8, R), î'(r) =/(r) Ë '!' : 7111"'
n:0

Résolvant ( 2 ) on trouve que :

fC € R, Yz e (-R,R), lQ) = Ce"'

Or /(0) = 1 donc C: e-r d'où :

(ii) Soit z € C. Alors :

converge et :

(2)

\Q):!"e' - '"'-t

""':î#=^»*+n%
On considère donc la série double 3 Ifrr,lr) Ltn,t où Vn, le eN, un,& t= %"Alors' 

pour tortt

n ) 0, la série llry lr",rl converge et :

il,,,,*l :î#:#
,k:0 Ic:0

De fait, I1r1 Di:o lur,"1l converge. Par théorème de F\rbini pour les séries doubles ,D6,x1tt*,x

oo oo oo oo

»» rtn,k:DL^,n
n:0 lc:0 &:0 r:0

I.e :

l@): !""'

r §$ (nz)e
i. L L 

"r.p1
- n=0 /c=0
æÉzrl.:»»ffi

k:On:O

sr /S "-\ ,-
?_4e \f6nr ) nr

Et donc, par unicité du développement en série entière de / sur (-R,.8) :

1§2e
V/c € NI, Bx: -e 

!_^A
suredecompta8esrrrN2?...Là.FaitescequeI,onvousditetiln'y

aura pâs de blessé.


