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exp : M,(C) — GL,(C) EST SURJECTIVE

Théoreme. Soit A € My(C). Alors, exp(C[A]) = C[A]l N GL,.(C). En particulier,
exp : Mnp{C} — GL,(C) est surjective et un antécédent de A € GL,(C) est un polynéme
(compleze) en A.

PREUVE. Eiape 1 : guelgues résultats préliminaires.

e On commence par observer 1'égalité C[A4]* = C[A4] N GL,(C) oi1 C[A]* est le groupe
des inversibles de C{A]. Seule I'inclusion > pose question : il 8’agit de voir que Pinverse
d’une matrice M est un polyndme en M (en effet e coefficient constant de son polynéme
minimal est non nul : payr = e+ XPet Mt = —P(M) /). Ainsi, I'inverse d’un &lément
de C[A] N GL;(C) reste dans CIA] (¢’est un polynéme de polynéme en A)

¢ Pour tout M € M,{(C), exp(M) € C[M] : en effet, c’est une limite dans M,,(C) (pour
la. norme d’algébre) d’éléments de C[M] qui est un sous-espace vectoriel de dimension
finie donc fermé. En conséquence,

exp : C[A] — C[A]"
est un morphisme de groupes.

o C[A]* = C[A] ndet™ (R*) est un ouvert de C[A]. Il est aussi connexe par arcs (donc
connexe) car si M, N € C[A]*, la fonction

2 € Cr>det{z2M + (1 — 2)N)

est polynomiale en 2 et non nulle donc admet un nombre fini de zéros. 0 et 1 ne sont pas
des zéros de ce polynéme donc on peut construire une courbe z(t) € C reliant 0 et 1 en
évitant ces zéros'. Ainsi

te [0,1] —» z(6)M + (1 — 2(£)) N
est une courbe tracée dans C[A]* reliant continfiment N et M.

E’tape 2 : exp esl localement un difféomorphisme

Comme la différentielle de exp : M, (C) — GL,(C) en 0 est l'identité de My, (C), on a
ausst en restreignant exp : C[A] — C[4]* :

dexp(()) = idC[A]-

En particulier cette différentielle est bijective et le théoréme d’inversion locale assure Iexistence
de deux ouverts U C C[A] et V < C[A|* contenant respectivement 0 et Id tel que
exp : U — V soit un difféomorphisme. Comme exp est un morphisme de groupes, le
résultat demeure au voisinage de chaque point M € C[4] :

exp: M + U — exp(M)V

est un difféormorphisme.

'On montre méme que R?\ D ol I? est dénombrable est connexe DAr arcs



]ftape 3 : un argument de connezité pour conclure.

L’étape 2 implique en fait que exp(C[A]} est un ouvert de C[A]*. Mais c¢'est aussi un
fermé en remarquant que

C{A]* \ exp(C[4]) = U M exp(C[4])
MECIA* \exp(CLA)

(I'inclusion O se prouve par contraposée). En vertu de la connexité de C[A]*, on conclut
que

exp(C[A]) = CA]* = C[4] N GL,(C).

Une application
Proposition. L’image par Uapplication exponentielle de M,{R) est ensemble
exp(Mn(R)) = {A%, A eQL,(R)}
PREUVE.
< : Il suffit de remarquer que exp{M) = e:c_p(%ﬂ/[)2
O Soit M = A% ot A € GL,(R). Il existe un polynéme P € C[X] tel que A = exp(P(4)).
Comme A est réelle, on a aussi exp(FP(4)) = A= 4 et donc

exp((P+P)(A4)) = A’ = M.

Référence. Zavidovique




LE THEOREME DE RELEVEMENT CONTINU

Théoréme (Relévement continu). Soient [a, b] un intervalle de R et 6y € R. On considére
7t (@, b] = U une application continue telle que

v(a) = .

Alors il emiste une unique application continue 0 : [a,b] — R envoyant a sur 8y telle que
Ve € [a,B], v{t) =P, (1)

Une application continue [a,b] — U vérifiant (1) s’appelle un relévement continu de .
Le lemme suivant sera important :

Lemme 1. Soient 01,02 € R(y). Alors la fonction 04 — 82 est une constante appartenant
4 2nZ.

PREUVE. On a pour tout ¢ € I, #1{t) - 0a(t) € 2rZ par définition d’un relévement. Puisque
th et B2 sont des relévements continus et que Pimage d’un connexe par arcs par une fonction
continue est connexe par arcs, la conclusion est imumédiate. 3

En particulier, si on reléve v sur deux sous-intervalles de [a, b] d'intersection non vide, il
est possible de prolonger de fagon unique chacun de ces relévements A la réunion des deux
sous-intervalles.

PREUVE (DU THEOREME DE RELEVEMENT CONTINU). L’unicité d'un tel relévernent découle
du lemme 1'. Bien qu’il n’existe pas de fonction argument qui soit continue sur fout C*,
il est facile d’en construire une sur n’importe quel plan fendu C\ R_e®. Cette remarque
permet de construire pour tout ¢ € I un reldvement local de v restreint a un voisinage de
t. La preuve consiste ensuite & globaliser la construction par connexité.

E’tape 1. Soit ¢t € I. Par continuité de -, il existe un intervalle ouvert f; < [@,B] conienant
¢ et tel que y(fy) C U\ {—(¢)}. Surle plan fendu C\ R_(¢), on définit une fonction
argument continue O, : C\R_v() —» R. O, o est un relévement continu de ] I,

Etape 2. On définit sur [a,b] la relation ¢ ~ ' si et seulement ' existe un sous intervalle
de I contenant ¢ et ¢’ sur lequel v se releéve continfiment?. Cette relation est clairerment
symétrique, elle est réflexive grice & I'étape 1 et comme on peut prolonger les relévements
elle est aussi transitive. C'est donc une relation d’équivalence. De plus, toujours grice &
Vétape 1, il est facile de voir que les classes de ~ sont ouvertes. Par connexité de [a, 8], &
u'y a quune seule classe qui est [a, b] tout entier. En particulier a ~ b et le théoréme est
prouvé. |

'Puisque R est un revétement de U via 8 — e, Cest aussi un cas particulier du théordme d unicité des
relévements en topologie algébrique, qui se prouve aussi par un argument de connexité |
2i.e. la restriction de 7 & ce sous-intervalle admet un relevernent continu



Application : I’Antipodensatz de Borsulk

Definition 1 (Degré d'un lacet, d’'une application}. Soit v : [a,b] = C* un lacet. On
appelle degré de v Uentier
6(by — 68(a)
2

oti 0 est un relévement quelconque de v/|y|. On définit le degré d’une application continue
F:U = C* comme le degré du lacel :

f:te [—m, 7] v f{e®).

Lemme 2 (Le degré est localement constant}. Seient v1 et v2 deuz lacets tracés sur C*.
Si [y — 72llee < [[V1llco alors 41 et 2 ont méme degré.

PrEUVE. La condition implique que li]’f — 1lise < 1. Douc le lacet v2 /vy est tracé dans le
plan fendu C\ R_ et est done de degré nul. Et il est facile de voir que

deg{vz/m1) = deg(v2) — deg(m1).
0

Théordme {Antipodensatz de Borsuk). Soit g : 82 — R? une application continue. Alors
il existe un point w < 82 tel que g(w) = g(—w).

PREUVE. On définit les applications continues p: D — 82 par :

Vz €D, p(z) = (Re(z),Im(z), v/1 — Re(2)? — Im(2)?)

et f:D — RZ par : o
Vz €D, f(z}=g(p(2)) —g(—p(2)}.

La restriction de p & U est impaire, tout comme celle de f. Avec les notations précédentes,
cela signifie que pour tout t € {—x, 7], f(£+ ) = —f(¢). Cela entraine facilement que le
degré de f est impair.

8i f ne s’annulait pas sur D, alors considérons 'homotopie

H{s,t) == f{s¢)/|f(se™)|

qui est une fonction continme en s et en ¢, Ainsi, s — deg{H{s,-)) est contimue. Comnme
elle est & valeurs dans Z elle est constante. Or, H (0,-} esi de degré nul et il en est de méme
pour H(1,-) = f. Mais 0 n’est pas impair, d’oli contradiction. O

Remarque. Les mémes arguments conduisent au théoréme de Brouwer pour le disque
fermé D : il suffit de voir quil n'existe pas de retraction de D sur U {ou de fagon équivalente
que l'identité sur U, qui est impaire, ne peut pas se prolonger en une fonction continue qui
envoie D sur U).



