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Développement, : densité des polyndémes
orthogonaux

Hugo Martin
25 mars 2015

Référence : Objectif agrégation, BECK, MALICK, PEYRE pp 110-111 pour les
notations et exemples, et pp 140-142 pour la preuve

1 Définitions et notations

¢ Soit I un intervalle de R. On appelle fonction poids p: I — R mesurable,
strictement, positive et telle que

¥n € N, flia:|“p(w)dm < 400 (1)

o On définit Vespace L2(I, p) des fonctions de carrés intégrables pour la
mesure de densité p par rapport 4 la mesure de Lebesgue, c’est & dire
muni du produit scalaire

{(f.9)p = flf(w)m,o(w)d:n

e Llespace L2(1, p} est un espace de Hilbert. Pour p € [1,00 : [, avec 1 tout
polynéme appartient & LP(I, p), donc en particulier & L%(L, p).

¢ Il existe une unique famille (Py,)nen de polynémes unitaires orthogenaux
pour {,), deux & deux tels que degP,, = n.

2 Le théoréme

Théoréme : densité des polyndmes orthogonaux
Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S'il existe a > 0 tel
que

fealzlp(w)dw < 400
1

alors la familles des polynémes orthogonaux associés 4 p forme une base
hilbertienne de L?(1, p} pour la norme .||,

Démonstration: 1. Réduction du probléme



La famille (Pn)aen est orthonormée, il reste donc 4 montrer que cette
famille est totale, id est :

Vect((PnJnen = L*(1, p).
De plus, par construction, on a
Vect((Pr)nen = Vect({X" Jnen.
11 suflit donc de montrer que
(Vect((X™new)* = 0.
On considére done f € L2(L, p) telle que
vrelN, {(f X" =0

et on cherche & montrer que f =0 dans L*(I, p).
2. Etape essentielle en analyse : poser la bonne fonction
Soit ¢ la fonction définie par

V€ Ry(z) = f(z)p(z)ly,

et montrons que ¢ est une fonction de L'(I, p). Pour tout ¢ = 0, on a
t < (14 £%)/2, ce qui donne :

Va €1, [f@)lp(@) < 31+ F@ o) .

Comme p et f2p sont intégrables sur 1, on en déduit que ¢ € L'(R). On
peut done considérer la transformée de Fourier :

W eR, ¢ = [ fo)e “alo)is
I
3. Prolonger ¢ en une fonction holomorphe sur la bande B, = {2 ¢

B, {9z| < a/2}
Posons g(z, ) = ¢ *% f(2)p(z). Pour # € Ba, on a

f lo(z2)lds = [ |f@)lp(e)ds
1 1
< f 1 1) o) de
< / 112 /50| ()| Pl de

< ( fl ol p(m)dm) %( f! | f(m)|i,f(:c)dm) %,

v
<t <+oo

La derniére estimation est obtenue via l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Ainsi @ — g(2,z) est intégrable, on considére alors la fonction F définie
par

Vz € Ba, F(2) = fg(z,:c)d:c.
1

Montrons, via le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale que F est,
holomorphe :

1, On aurait aussi pu appliquer Vinégalité de Cauchy-Schwarz dans Pespace de Hilbert
L*(R) aux fonctions  +» 1 et g = |f|.



& Pour tout z € Ba, Papplication z v g(2,2) est mesurable.
e Pour presque tout = € I, 'application z — g(z, ) est holomorphe.
e Pour tout z € Ba, pour presque tout ¢ € I, on a
lo(z,2)| € =12 f(z) | pl)
Str— —
indépendant de z et intégrable sur T
Ainsi, en vertu du théoréme sus-cité, F' est holomorphe sur Ba.

4. T est identiquement nulie sur Ba
Le théoréme précédemment utilisé donne également une expression des
dérivées de F :

¥z € Bq,¥n € N, F™(2) = /lg%(z,:c)dm
= f(——z')":c"g(z, z)dz
1
En particulier,
P0) = (-i)" [ 4" fl@)p@)de
= (-i)"{f,X")p =0

L'unicité du développement en série entiére d'une fonction holomorphe
montre que F est identiquement nulle sur un voisinage de 0. De plus,
comme Baq est connexe, d’aprés théoréme de prolongement analytique, F
est nulle sur tout 'ensemble B, donc en particulier sur I'axe réel. Ainsi,
¢ est identiquemnent nulle sur B, Comme ¢ est une fonction intégrable,
Vinjectivité de la transformée de Fourier implique ¢ = 0. Comme p(z) >
0, on en deduit f{z) == 0 pour presque tout z de L. |

3 Exemples et contre-exemple

Premier exemple : les polynémes de Hermite

Ici I'intervalle est T= R et le poids p{z) = ¢"*" . Les polynomes P,, sont

(_l)n 72 g" —x?
7 G )

VvnelN P, =

Second exemple : les polynémes de Legendre

Ici Pintervalle est I = [~1,1]2 et le poids p(z) = 1. Les polyndmes Py,
sont
nl 4"

W“&;&;(((ﬂ?z — 1"}

VrncN, P, =

Contre-exemple

I =0, +oo|, p(z) = »~'"@), On note f(z) = sin(27 ln(z)). Alors la fonc-
tion f est non nulle mais dans l'orthogonal de tous les polyndimes.




Démonstration:

+oo ) +oo 2 “
f #" sin(2x In(z))e P dz ::f sin(2ru)e” W ~(n W gy
o

—0oo
= e—gif Sin(27rv)e—“2du
— 0
=10

car l'intervalle est symétrique et la fonction impaire.




Développement : le théoréeme de Weierstrass via
les polynémes de Bernstein

Hugo Martin
25 mars 2015

Reférence : Analyse pour l'agrégation, deme édition, QUEFFELEC, ZUILY pp
518-519 pour la preuve en elle-méme, p 517 pour la loi des grands nombres
faible, et p 114 pour I'inégalité sur le module de continuité.

Théoréme

Soit f : [0,1] ++ C une fonction contniue, w son module de continuité
uniforme, i.e w(k) = sup{|f(u)— f(v}]; lu—v| < h}. Pour n > 1, on considére
le polynéme Bn(f,2) = Bn(z) = Ya o (Dz*(1 — z)"*f(£), le n-idme
polyndme de Bernstein de f. Alors :

1. B, converge vers f uniformément sur [0, 1}.

2. Plus précisément, on a ||f — Bpllee < Cw(ﬁ), ot  est une constante
numérique.

3. L’estimation de 2) est optimale : il existe une fonction lipschitzienne f
pour laquelle ||f — Byl = —%, ol & est une constante numérique.

Démenstration: 1) Solent 2 € {0,1], X une loi de Bernoulli de paramétre z,
X1,..., X, un échantillon de X et Spn = X1+ 4+ Xun.

Comme Sy, suit une loi bindmiale, on a que E[f(£n)] = 320 (H)z*(1

x)““kf(ﬁ) = Bn(x) est une polynéme en x. En désignant par ||.|c la norme

infinie sur [0,1], fixons & € [0,1}; nous avons que f{z) — Bn(z) = iE[f(:B) -
1(8)], dod |£(2) ~ Bu(o)| < B[|1(e) - £(2)]. Or [£@) = 1(52)] < w(e)

sifo— S <4, et < 2| fllos st |z — 22| > &, dod

E[[70) ~ #22)]] £ 00) + 21l 150150

Par définition de la probabilité d'un événement, le terme de droite de inégalité
de se rééerit :

5

= >5)gw(5)+|—§f-|~|ﬁ‘i

2né?
La derniére inégalité résulte de la Loi faible des Grands Nombres. Il en résulte
que ||f = Balleo < w(8) + Ll puis que Fm ||f = Bnlico < w(8). Or, w(8) +» 0
qguand & — 0.
Ainsi lim ”f - Bn”oo =0

n—o

w(8) + 20f oo (| —




2) On utilise une inégalité sur le module d’uniforme continuité : Si h € [0,1]
et Ak € [0,1}, alors w{AR) < (A + Dw(h).

En particulier : w(la: - %ﬂl) < (ﬁl:c - %ﬂ-] + 1)w(71;;). Or nous savons
que |(2) - Ba(z)| < E[1f ()~ 7(50)] < Efw(lo~ 8ul)]- On en deduit que

|f(z) — Bu(= )f<w(‘/~) [f|$__£|+1]

o 22) [Vl - _u1+1]<w( \,)[\rum-ﬁnm]

=w 7) ‘/ﬁ\/ “ \/—)

Dot i ~ Brlleo < & ( 1 ) Cect prouve le point 2) pour ¢' = 2

3) Prenons f(x) = |z — 3|; alors w(h) < h, mais

I = Balles 2 [£(3) - Ba(5)] = B (3)]

Su 1 1 1
=E[|=2 - 5[] = 52E(1280 ~nl) = -Elles -+ -+ el

ot Sn = 61+ - -+68n, (§;) étant une i.1.d de variables de Bernoulli de paramétre
1, et (¢;), avec ¢; = 245 + 1, étant une suite ii.d de variables de Rademacher.
L'inégalité de Khintchine nous permet alors d’gerire :

1
1f = Balloo 2 5~ Ller . enll > et enlle

Or flex .- enllz = o5 dod [[f — Bullw 2 557 2 —;lyuz-w(-:}ﬁ-) Ce qui prouve
que la vitesse de convergence trouver en 2) est optimale. |



