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LEMME DE MORSE-PALAIS

Le lemme de la submersion montre qu”une fonction définie sur un ouvert de R® & valeurs réelles
est localement difféomorphe & une application linéaire autour d’un point ou sa différentielle est
non nulle. Le lemme de Morse-Palais étudie le comportement d’'une telle fonction aux points ol
la différentielle est nulle, appelés points critigues. Comme pour le lemme de la submersion, on va
demander une condition d'inversibilité, cette-fois ci & ordre deux : ia différentielle seconde est en
effet une forme bilinéaire symétrique, on la dit non singuliére si elle induit un isomorphisme de
I’espace ambiant sur son dual topologigue. Un point critique auquel la différentielle seconde est non
singuliére est alors appelé point critique non dégénéré. Le résultat est alors le suivant.

Théoréme. Soit H un espace de Hilbert réel, U un ouvert de H et f: U — R de classe C¥2,
k> 1. Supposons a € U soit un point critique non dégénéré. Alors il existe un C*-difféomorphisme
local @ en a tel que w(a} =0 &t

1

Fa)=Fa) + 5D0f - (9(@), 9(2)

Lemme. Soit E un espace de Banach. Si v € End(E) est tel que ||Id — u|| < 1, alors il eziste une
suite de polynomes en u qui converge vers un endomorphisme v tel gue v? = u, que ['on note \/u.
De plus, i existe un voisinage de Id lel que u s Ju soit un C™ -difféomorphisme.

Preuve. L’endomorphisme v est une racine carrée de si,/,et seulement si w = Id — v est solution
de 'équation w = (Id — u + w?). On définit donc une suite w, € End(E) par récurrence :

T,UUZO, wn_;.l:%(ld—uv%-wﬁ),n?_(] —>

Soit a = {|Id — u|| < 1 ; on montre {lw,i] < a. Clest évident pour n =10, et on a :

sl € 3a+ onll?) <a < V3

par récurrence. On a d’autre part, en soustrayant les définitions de wy4 et wy, Uidentité wyqpq —

Wy = H{w? —w?_)). En sommant ces identités entre n et n+p — 1 on trouve

1
Wnip — Wn = Q(wiﬂ,q —wh )= “z“(wn-%-p—l — W1} (Wnip—1 + Wn1)

ol la derniére égalité vient du fait que (w,) est une famille de polyudmes en u donc commutent
deux & deux. Comme {lun|l < /@, on obtient {|wnip — wnl! < Ve}|lwnip—1 — wn_1]], et en itérant
[[Wnap — wall < V& sy —wn]| < /& La suite (wy) est de Cauchy donc converge dans Vespace
complet End(E). De plus sa limite w vérifie I'équation voulue st {|wi| < /a, de sorte que v = Id—w
vérifie v2 = u. $i lon fixe r < 1, alors v € B(Id, /) si u € B(d,r).

Finalement la différentielle en I’identité de I’application @: v ++ vZ de classe C* est Dig@-h = 2h,
donc par inversion locale c’est un C*-difféomorphisme d'un voisinage de 'identité, sans perte de
généralité contenu dans B({Id, /r), sur un voisinage de U'identité, sans perte de généralité contenu
dans B(Id,r). L’application construite précédemment est alors I'inverse de (), d’oll le caractére
cee. |

cutbe o BO-Q"&‘QU“* -




2 LEMME DE MORSE-PALAIS

Remargue. On aurait aussi pu prendre la série entiére en 1 de la racine carrée, de rayon de con-
vergence 1, et 'appliquer & w € B({Id, 1}. Dans "espace compiet des fonctions continues bornées de
End(E) dans lui-méme, il y a convergence normale de [a série et de ses séries dérivées ; de plus c’est
bien la racine carrée puisque le produit de cauchy (3 anz")? = x se transporte en (3 a,u™)? = u,
la série y . a,u™ étant absolument convergente.

Preuve. Sans perte de généralité on peut supposer a = 0, f(a) = 0. On écrit la formule de Taylor
avec reste intégral :

ﬂﬂ=£ﬂ—ﬂ%ﬂm%&Jthw%mﬂ

1
ol I'intégrale de Riemann g{z) = / {1 - 8)D2f(¢z) dt est bien définie puisque calculée dans un
0

espace complet ; la fonction g est de classe CF.

On a les isomorphismes (linéaires, bicontinus, isométriques) £(E, E;R) & L(F, L(E,R)) =
L, E*) 2 L(E, F) = End(E), le dernier étant donné par I'isomorphisme E 22 E* du théoréme de
Riesz. Ceci donne existence d’une fonction A: U7 — End(E) de classe C* telle que

g(x) - (h, k) = (Alz)h, k}

De plus g(z) est symétrique donc A(z) est un endomorphisme symétrigue pour tout x© < ¥/, II vient
alors

(A, k) = 6(0) - (h, ) = SDRF - (h, k)

Comme D2f est non singuliere, b — {A{0)R,) € E* = {{,-}, ¥ € E} est un isomorphisme done
A{0) est inversible, et A(x) est inversible an voisinage de 0.

Posons B(z) = 4(0)"1A(z). Alors B{x) est proche de l'identité pour z petit, donc admet une
racine carrée C(z) ; comme |'application racine cdrrée est C™, € est de classe C¥. Alors

B(z)* = A(z)A@0)!
doi
B(z)*A(0) = A(0)B(x)
Cette relation est aussi vraie pour tout polynéme de B(z) par récurrence, donc Pest pour C{x) par
continuité, et il vient

Cla)" A(0)C(z) = A{0)C(x)C{x) = A(0)B(z) = A(z)
de sorte que
fz) = (Alz)z,z) = (Clz)"A(0)C(2)z, 2} = (A(0)C(z)z, Cla}z) = %Dﬁf (Clz)w, Clx)z)
De plus Papplication ¢: z — C{z)x vérifie
Do h=C{0)-h+C{R)-0=C(0)-h

par la régle de Leibniz, donc est un diffeomorphisme local puisque C'{0) = Id = Id (par unicité)
est inversible, |

REFERENCES

i. A, Avez, Calcul différentiel, Masson (1983), chap. 8.




THEOREME DES EXTREMAS LIES

Le théoréme des extrema liés est un critére pratique pour rechercher les extrema d’une fonction
dont les variables sont "liées" par des relations ; usuellement on considére une fonction définie sur
un ouvert d'un espace vectoriel de dimension finie et on cherche une condition nécessaire & ce que la
restriction de cette fonction 4 une partie suffisamment sympathique ait un extremum en un point
de cette partie.

Théoréme (Extrema liés). Soit U un ouvert de R™ et f,q1,...,9.—1 : U — R des fonctions C'.
Posons M ={z e U, g{z)=0, i=1,...,n—k}. §i fiyy admet un extremum local en a € M, et
st (Dag;) est libre, alors il existe (\) € R*% tel que :

n—k
Dyf = ADyg;

i=1
On va commencer par analyser [a condition qui porte sur (D,g;).

Lemme, Soit F, F' des espaces vectoriels réels de dimension finie, U un ouvert de E.

Soit g: U C E — F de classe C! et a € U tel que D,g soit surjective. Alors i existe un
difféomorphisme local w: U — E en a tel que go @' soit la projection lindaire F & G = F au
voisinage de p(a).

Preyve. Soit F' un supplémentaire de kerD,g. Alors F’ % F (via Dagipr) done qui & composer 3
droite par un isomorphisme linéaire, on identifie F” & F'. Pcsons :
. UcF@®kerDyg — F&kerDyg
. u,v ~  {g{u,v),v)

Alors dans une base adaptée & la décomposition on a

matl,p = [%l%}

avec A inversible, d’aprés 'hypothése sur D,g. Ainsi par le théoréme d’inversion iocal ¢ est un
difféomorphisme local en @ et si 7 la projection sur F,ona g=wpog. 1

On peut maintenant détailler 1a structure de la partie M définie précédemment.

Corollaire. Soil £ un espace vecloriel de dimension n, U un owvert de F et g1, ... ,gn_x: U = R
de classe C'. §i {Dgg;) est libre en tout x € U, alors M = (g7 (0) est une sous-variété de
dimension k au voisinage de a. Son espace tangent en a € M est [kerD,g;.
Preyve. Soit
U — RrE
| ’ { ¢ = (i)
Alors
kerD,g = ﬂkerDagi = ﬂ{Dagi}J‘ = Vect(Dgg:)*+
de sorte que par le théoréme du rang, rg(D,g) = n — k et D, g est surjective. Par le lemme, il existe
donc ¢ un difftomorphisme local en a tel que g o ™! est une projection x : RV % @ ¢ — REM®,
1




2 ’ THEOREME DES EXTREMAS LIES

Comme il est clair que m~'(0) est une sous-variété de dimension k, il en est de méme de g au
voisinage de a. On remarque alors que T, M et [kerDgg; ont méme dimension, d’aprés le caleul
précédent ; il suffit donc de montrer une inclusion. Soit v une courbe C? tracée sur M telle que
¥(0} = a. Alors g; oy = 0 donc en différentiant, D,g; -+'(0) = 0 pour tout i € {1,...,n — k}. Ainsi
Y(0) € MkerDag; et T, M C (YkerD,g;. O

La preuve est maintenant immédiate :

Prewve. Soit v une courbe C* tracée sur M avec 7(0) = a. Alors f o~ a un extremum local en 0,
donc (f o¥) (0} = D, f -+/(0) = 0. Ainsi :
kerDy f D TuM = [ \kerDag;
S DL FH D Vect(Dag:)
< Do f € Vect(Dogi)
O

Citons maintenant une application classique.

Proposition. Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien (E,{-,-Y). Alors u est
diagonalisable en base orthenormde.

Preuve. On remarque d’abord qui si F est un sous-espace stable par v, alors £+ I’est aussi : si
ze FtetyeF, (wz),y) = {z,uly)) = 0 car u(y) € F. U suffit donc de trouver un vecteur propre
normé pour % pour conclure par récurrence.

Soit
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La sphére unité 8§ = {x ¢ F, ||z]|? = 1} est une sous-variété définie par la submersion g: z —
Hz|[? — 1, de différentielle Drg = {2z, ) surjective pour = € S.

Comme S est compacte, fig admet un extremum en e € S. On peut done appliquer le théoréme
des extrerna liés : il existe A € R tel que D.f = AD.g. Comme f = {-,-} o (u,id} et que le produit
scalaire est bilinéaire, on calcule

Def -h= Diuer () - (wlh), h) = (ule), h) + {ulh), &) = (2ule), b}
par symétrie de u. On obtient alors (2u(e), k) = A(2e, A) pour tout h € E, donc ufe) = Ae. ]
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