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Théoréme de Stabilité de Lyapounov

Théoréme. Soit le systéme différentiel
¥ =f), y0)==

Avec f: R* —» R™ C! et f(0) = 0. Si la matrice Df(0) a toutes ses valeurs propres de partie réelle
strictement négative, origine est un point d’équilibre atiractif du systéme différentiel : il existe v € V(0)
tel que Vo € v, y(t) — 0 ezponenticllement quand t = c0.

Démonstration. On introduit le systéme linéarisé 2’ = Az, 2(0) = z (4 = Df(0)). On note aussi
(A1, ,Ax) les valeurs propres de A de multiplicité respective (1, -+ My
— FEtudions son comportement :
On a z(t) = exp(tA)z. Or, on peut écrire, grace au lemme des noyaux : @ = 2y -+ -+ + @} avec
@; € ker(A — X;)™. Chaque sous-espace est stable par A et

mi—1 P
exp(tAYe; = exp(th;) exp(i(A — AjD))z; = exp(th;) ( Z ;,T(A - )\J-)P) z.

p=0
Pour toute norme sur C?, on a alors
| exp(tA)e;]| < exp(ER(A;))Cy (1 + [H)™ 5] < Cexp(ER(A( -+ [t iz
De fait,
K . K
lexp(ea)ell < 3 llexp(tA)es] < CQL+ )" | 32 | maxja].
j=1 j=1

Puisque les normes sons toutes équivalentes, c’est exactement dire qu’il existe un polynéme P tel
que, pour la norme euclidienne

lexp(tA)el < PQe) (3 €B9) .

Ainsi, par hypothése sur les valeurs propres, il existe @ > 0 et C' > 0 tels que |2(t)|| < Ce™*[lz|.
— On introduit alors la forme linéaire symétrique

bz, y) = /:o (exp(tA)zx , exp(tA)y) dt.

Elle est bien définie grace & la majoration précédente, et elle est définie positive, On note g la forme
quadratique associée. On note aussi r(y) = f(y) — Ay, si y est une solution du probléme de Cauchy
initial. Remarquons que

(grad g(z), Aw) = 2b(z, Aw) = ~||=|*.
(On aura reconnu dans I'intégrande, la dérivée de || exp(tA)z{® et utilisé la majoration précédente).

De fait,
() = Da(y) - v'(t) = 2b(y, v') = 2y, v(y) + Ay} = 2b(y, 7()) — w}i*.



— 11 s’agit maintenant de majorer b(y,r(y)). Pour cela, remarquons que /g définit une norme (eu—
clidienne) pour laquelle I'inégalité de Cauchy Schwarz s'écrit |b(y, »(W))ll € ve(@)a(r@)). La
définition de la différentielle de f r(y) = f{y) — f(0) — Df(0} - y montre que pour tout ¢ > 0il
existe o > 0 tel que ¢(y) < o implique /g(r(y)) < £+/a(y), donc 2b(y,r(¥)) < 2e¢(y) (Cauchy-
Schwarz).

Par équivalence des norines, {g(y))’ = —ly||2+2b(y, 7(y)) < ~Caly) +2eq(y) < —Be(y). avec 8 > 0
sie < Cf2.

- Sig(z) <o, onag(y(t)) € a pour tout £ 2> 0. En effet, sinon, il existerait un #; premier instant tel
que g{y{to}) = «, auquel cas ¢(y)'(to) < —Ba < 0 et g(y(t)) > a pour t dans un voisinage & gauche
de tg, ce qui est donc absurde,

Ceci implique done que g(y)’ < ~Bg(y), ce qui s’écrit (eP'q(y))’ < 0 done, puisque ¢(¥(0)) = q(z),

g(y(t)) < e P'q(z),

ce qu'il fallait montrer.




Equation de Hill-Mathieu

Arnaud GIRAND

17 juin 2012

Raférence :
- [QZ95], p. 401403

On considére 'équation différentielle linéaire du second ordre suivante :
y'+gy=00uqg¢€ C,lr_per(iR, R) est paire (1)

Notons W ¢ C%(R,C) l'ensemble des solutions complexes de ( 1 } et considérons 'endomor-
phisme suivant :

u: C*(R,C) - C3(R,C)
y— y(-+m)

Alors,siye Wona:

0=y(.+m)" +q(. + my(. +m) = y(.+m)" +gy(. +7)
N e
=y (o4m)
Donc W est un s—e.v u-stable de C*(R, ). Or W est un s-e.v de dimension 2 de C%(R, C) dont une
base est donnée par (y1,%2) € W2NC3R,R) vérifiant y;(0) = 1, ¢}(0) = 0, y2(0) = 0 et y4(0) = 1.
De fait 'endomorphisme induit par v sur W peut—&tre identifié¢ 4 sa matrice dans la base (i1, y2),

. _fa ¢
soit 4 1= b d)

Or u(y1) = Ayr = ayr + bys = y1(. + 7) et done, par évaluation en 0, y1 (%) = a. De plus, on
obtient en dérivant que y{(. + 7} = ay; + bys. Evaluée en 0 cette égalité donne b = y{(n). En se
Hvrant aux mémes exactions sur yp on obtient :

() )
A“(ya(w) ya(w))

Proposition 1
On pose T := Tr(A) = y1(w) + ya{m). Alors :
(i) si|T] < 2, toutes les solutions de { 1 ) sont bornées;
(it) si |T| =2, (1) posséde une solution non nulle bornée;
(i) [T =2 & w4{(m) x ya(m) = 0;
(iv) si|T| > 2 alors toutes les solutions non nulles de { 1 ) sont non bornées.

DEMONSTRATION : Commengons par remarquer que si on note Wy, y2) le wronskien de (1, y2)
01 a @

Wiy, v2) = (nys — viye)
= s + (—ay2)in — (a1 )y — n1vh
-0

Or W(y1,y2)(0) = 1 donc W{y1,y2) =1 d’o0t det(A) = W{y1,y2){n) =1.In fineon a:
xa=X"~TX +1€R[X]

De fait, le discriminant de ce polynéme est A = T2 — 4,



(1)

(i)

(i4i)

(i)

Dans ce cas on a A < 0 et donc x4 admet deux racines simples complexes conjuguées p, j.
Comme A est alors diagonalisable, il existe une base (u,v) de W formés de vecteurs propres
de A, ie u{. + 7)) = pu et v(. +m) = pv. Par relations coefficients—racines, pp = 1 donc
lp] = || =1 et donc |u et |v| sont continues m—périodiques donc bornées. Par linéarité, tout
élément de W est borné.

OnaT =142, donc A =0 i.e xa admet une racine réelle double, qui est nécessairement 41
par relations coefficients-racines. Ceci signifie qu’il existe u € W\ {0} tel que u{. + 7} = Lu.
De fait, |u| est continue m—périodique donc bornée.

Commengons par remarquer que comme x4(A4) = 0on a A+ A~ = T'I,. De plus, on peut
montrer en utilisant I'unicité dans Cauchy-Lipschitz que i (resp. y2) est paire {resp. impaire)
d’olt, comme u~! est ’'endomorphisme y — y(. — ) :

= )= (59
(26:, 2%) _ ((Ho-d a.?.d)

T=42&a=d==41
aSbe=0carad—-bc=1

Donc a = d et de fait :

Si |T| > 2 alors x4 admet deux racines réelles r et v = r~! (car rr?"™¢ = 1), avec |r| > 1
(quitte & intervertir les deux racines). De fait A est diagonalisables et si on se donne (u,v)
une base de W fornée de vecteurs propres de A alors toute solution non nulle de { 1 ) s'écrit

sous la forme y = au + fv avec {a, 8) # (0,0).
— 8i o £ 0 alors si on fixe & tel que u(z} #dona:
ylz + nw) = ar®u(z) + b " v{z)
~rseo 0T U{E)

— OO
n—o0

Donc y est non bornée,
—~ S8i a=0alors # # 0 et si on fixe 2 n'annulant pas v on a:
y(z +nw) = br"o(z)
~po—co U 0(E)

) O
n——00

Et donc y n'est toujours pas bornée, d’od le résultat.
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