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Développement - Théoreme de Cauchy-Lipschitz

22 janvier 2017

Soient I/ un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une application coniinue. On considére 1’équa-
tion différentielle ¥ = f{¢,9), (f,¥) € U, et le probléme de Cauchy associé avec condition initiale
(to,50) €U. Onnote M = sup ||f(z v)ll-

{t.u)elCs

Soit Cg = [tp — To, to + To] x B{yp,rg) un cylindre comtenu dans 7. On considérera dans la suite
un réel T < min{Ty, 33 ), et on se placera dans le cylindre de sécurité

C = lto — T, to + T x Blyg, ro) < Co.

1 Préambule

1.1  Rappels

— On définit le module de continuité de f sur C par :

wy(8) = max{{[f (1, 1) — Fltz, )il b1 — t2] + [l3n — gel] <8}

avec 6 > 0 eb {41, y1), (b2, 10) € C.
— Une fonction i : T — R™ est solution du probléme de Cauchy de données initiales (g, ) si
et seulement si :

1. y est continue et Vi € I, (¢,y(1)) e U';
2. vteLy(t) =yg + f,_.i f(s,y{s})ds.

1.2 Méthode d’Euler

La méthode d’Euler {ou méthode de la tangente) consiste & construire une solution approchée affine
par morceaux de Usquation différentielle sur un intervalle [tg, %y + 7. Pour cela, on se donne une
subdivision o < ¢ < --- < txy_1 < & =g+ 7' et on note les pas successifs : Ay = tht1 —Ig, k&
{0,--- . N —1}. On pose fumax = max{ho, -, hn_1).

Soit yi = f(tx); on confond Ja courbe intégrale sur [tg, {p1 1] avec sa tangente au point {t, yy) :

y(t) = yr + (& — 1) f(Er, 0)-

En partant de la donnée initiale ¥y, on peut done calculer gy, par récurrence eu posant :

Ye+1 = Yr+ heflEn ye)
tpr1 = I+ hg

On construit de méme une solution approchée sur [ty — T, 4p] en prenant des pas &z < 0.



2 Preuve du théoréme
Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Si f est localement lipschitzienne en y, alors pour tout cylindre de séeurité C, le probléme de
Cauchy avec condition initiale (o, 7o) admet une unique solution exactey : {tg—T, fe+T] — R™.
De plus, toute suite {y,), de solutions e,-approchées avec lim € = 0 converge uniformément

=400
vers la solution exacte y sur [ty — T, tp + 7.

2.1 Lemme de Gronwall

Lemme 1 (Lemme de Gronwall). Soient 1, ys deus soluiions (respectivement e; et e3-) approchées
du probléme de Cauchy considéré. Alors Vt € [tg — T,tg + 7Y,

eklt—tol —1
% -
Démonstration : On peut supposer que o = 0 (sans perte de géndralité, la démarche reste la méme avec

#o # 0). Soit £ € [0,7}, on pose : v{t) = f; Hyz(s) — u2(s)|lds. Comme yy (resp. y2) satisfait Véquation & &,
(resp. e2) prds, on obtient par soustraction puis en utilisant le caractére lipschitzien de f :

Hy2) — 2 ()l < (&1 + e2)

llya(®) =i < [fEw) — ftn@)|+ e+ e
< Rl —mOl e+ e

De plus, comme y2(0) = 41 (0) = o -

w@—m@=/@%%ﬁwwa
Q

On en deduit que \
[mwﬁmﬁmskfﬂm@fwwmﬁ+m+mﬁ )
]

i€
U (E) < kot + {a + e)t

&

Aprés soustraction de kv{t) et multiplication par e **, on trouve :

(v {8) = kl))e ™ = %(w(t}e'“} < (6 + ea)te ™.
On intégre une nouvelle fois (v{0) = 0}, et il vient :

¢ Kt
- —ks 1 1+ &t
v(t)e ™™ S/ (€1 + ea)se " ds = (e + 52)_(_];2_)‘3__7
0
P
et (14Kt

w(t) < (e + 62)—‘2:2,_;)’

et P'inégalité (1) donne :

It
lla ) — 1 (B < ko(t) + (o2 + e2)t < (e +€2) imr

On obtient le cas ol ¢t € [T, 0] e effectuant le changement de variable £+ —t.

2.2 Propriétés des solutions approchées

Proposition 1. 5iT < min(Ty, §3), toute solution approchée y donnée par lo méthode d’Buler est
contenue dans la boule By, o).




Démeonstration : On veut prouver par récurrence que pour tout ¢ € [to, £, [|yit) — wel} < M (¢ — &), co
qui nous donnera que pour tout 0 < n < N, y([to, tx]) < Blyo, va).

Pour n = § ¢est évident. Supposons que ¢’est vrai pour un certain n < N — 1. Alors {tn,yn) € C et
HF(fnayn)l] < M. On en déduit que, pour ¢ € [tn. tar1] :

ly(E) = wnll = (& =t )1 F {tn, v} < M(E —£0).

Par hypothése de récurrence, on a |lgn — 2oll = |lyltn) — woll € M{tn — to). Pour tout ¢ € [tn,tny1),
Vinégalité triangulaire donne alors :

Hy(®) — woll < Mt — tn) + M(tn — f5) < M{t — t5).

En particulier [Jy(t) — to|f < MT <o, d'ott y([to, tnr1]) < Blya, o). |

Proposition 2 (Convergence des solutions approchées). Soity, : [to— T, ta+1 — R™ une suite de
solutions ep-approchées contenues dans C, telles gque _LJI_'!EL €p = 0. On suppose que (y,)p converge
o 00

uniformément wers une fonction y sur [lo — T, to +T]. Alors y est une solution evacte du probleme
de Couchy.

Démonstration : Comme [|y(2) — F{%, 30| < &5, il vient aprés intégration

Ton6) — g0 — f o () dsl] < cplt— tal.

Sid, = max — , 011 VoIt que :
b= mmax ly—ell q

“.f(si yp(s}) - f(51 'y(s))” < wf(ap)

tend vers Q, d’olt grace a la convergence uniforrue :

&
y(t) —wo — / J(s,9(s))ds = 0,9t € [t — T, to + T)-

Cornme la limite uniforme y est continge, les rappels du début entrainent que y est une solution exacte du
probléme de Cauchy. ]

2.3 Démonstration du théoréme
2.3.1 Existence

Soit {yp)p une suite de solutions e, approchées fournies par la méthode d’Euler, avec lim e, =0.
p—r+oa

Le lemme de Gronwall montre que sur [t; — T, + 7] -

BT _
wo(®) — ya (D)l < (ep + @%_

Alnsi (yp)p est une suite de Cauchy uniforme dans 'espace complet Bl(yo, 7o), et converge donc
uniformément vers une limite y. D’aprés la proposition 2, y est une solution exacte de Péquation
différentielle.

2.3.2 Unicité

St 1,92 son deux solutions exactes, on montre que 37 = 2 en appliquans le théoréme de Gronwall
avec g = g5 = {. :



Développement - Systeme proie-prédateur de Lotka-Volterra

22 janvier 2017

Objectif : étudier 'évolution du nombre de proies et de prédateurs en fonction du temps.

On note X (t) (resp. Y (£)) le nombre de proies (resp. de prédateurs) au terps ¢. X et ¥ sout deux
applications B, — N,

On considére les proportions de proies/prédateurs :

_ X

R

Yo

Xo et Yq sont supposés grands, assez pour que les variations de X () et Y(¢) solent peiites en
comparaison ; cela permet de supposer £ — () et ¢ — y(f) continues.
On regarde également les taux de variations sur un intervalle At : “/:*Eg} = %{XTg)ﬂ- Si on suppose les

variations AX (¢} petites par rapport & X{t) (c’est envisageable pour des populations nombreuses),

on nent écrire :

Az(t) _ ='(t)
a0 {t) z(t)

,
— En I'absence de prédateurs, le taux de croissance des proies est constants : :";(:)} =qa.

— bin 'absence de proies, les prédateurs ont tendance a disparafire : 22 = —¢.

— Quand les deux interagissent, on suppose le taux de prédation (7.e. la diminution du nombre
de proies due aux prédatenrs} proportionnel su nombre de prédatemrs. De méme, le taux de
variation du nombre de prédateurs est proportionnel au nombre de proies & leur disposition.

z'(2) y'(t)
=a—byet *5" =—c+dx; a,b,e,d > 0.
a(t) 0

On obtient ainsi le systéme de Lotha- Volterra :

7 = aa ) _
{72702 @00 =@w

1 Intégrale premiere du systémne

On considére la fonction :
H{z,y)=by+dr—-amny —clnz.

Pour {z(¢},y(¢)) une solution du systéme, posons H (¥} = H(x(t), y()). Comme xg,7q > 0, H est
bien défini, pour tout ¢ de Fintervalle T de la solution. On dérive -

I '

H() = by + da’ — a% —~ % = by{—c + dz} + dr{a — by) — a(—c + dz) — ela — by) = 0.

Donc H est constante. (est une intégrale premiére du systéme.




2 Propriétés des solutions

On considere une solution ({f),y(¢)) du probiéme de Cauchy, de conditions initiales {zq, ).

Positivité : Solent xy,yp > 0. Supposons qu’il existe s tel que z(s) = 0. Alors le théoréme de
Cauchy-Lipschitz entraine que V¢,z(t) = 0 et y(f) = y(s)e~¢==), alors que z(0) > 9. De méme
si y(s) = 0, on auzait W, y(t) = 0 et z(t) = =(5)e** %) alors que y(0)} > 0. On a donc forcément
z,y >0

Les solutions sont bornées : Il existe 4,8 > 0 tels que (croissance comparée) pour tout
z > A, clog(z) < % et pour tout y > B,alogly) < %’ Done si (z,y) est en-dehors du compact
[-A, Al x [-B,B], ona A(z,y) > %. D’ott (on rappelle que H est une intégrale premitre, i.e.
st (z,y) est solution, alors H(z,y) est constante) :

2 2
0 < z(t) < max{A, EH(:}:D, vort et 0 < y(t) < max{B, EH{wg, o) b

3 Points d’équilibre du systéme

Définition 1. Soit z un point d’équilibre d'un systdme autonome ' = F(u),u(0} = 0, avec
f:Q2C R — RP. Solent U C § un voisinage de z et V : U — R une fonction continue ef
différentiable sur I \ {x} telle que :

— Viz)=0etVu#z, V(v >0

— V{w) =< flu), vV{u) ><0,Yu e U\ {z}.
Une telle fonction 1 est appelée fonction de Lyapunou.

Théoreme 1 (Admis). 5%l exisie une fonction de Lyapunov pour le systéme autonome, alors le
point d’éguilibre x est stable.

Le systéme admet deux points d’équilibre : (0,0) et (5, ).
— I’application

filzy—~ ( zla — by) ) est dérivable en (0,0) et

y(—c + dx)
D40,0) = (g _0)

c

Ainsi ¢ > 0 est une valeur propre de D (0, 0), on en déduit que {0, 0) est un point d’équilibre
instable.

— Les valeurs propres de D f(g, 2) sont les complexes +iy/ac, on ne peut donc pas appliquer
le principe de linéarisation.
Posons V' : (z,y) — H(z,y) — H(%, %) ; c’est une fonction de Lyapunov.
En effet, < f(z,9),vV{z,y} >=0, et V(z,y) > 0, nul sevlement pour (z,y) = (5. %)
En appliquant le théoréme, on en conclut que (£, ¢) est stable.

4 Périodicité des solutions

Tout d’abord, la solution maximale est définie sur R. En efet :

— z’ < az donc z < %pe® et x ne peut pas exploser en temps find.

— ¢’ < dzy donc y < yoexpld J';i z) et y n'explose pas en temps fini,
On divise R} x R*% en quatre zones dans lesquelles z et y sont monotones. On va suivre une
trajectoire & fravers ces zones, pour montrer qu’elle est périodique.
Soit, (0, y0) le point initial, qu'on suppose dans la zone 1. On mnote (z(£),y(¢)) la solution du
systéme qui part de (%q,y0)-

b2



4.1 a—-by>0etc—dxr>0

Ici z croft et y décroit (strictement). Supposons que {z(t), ¥(£)) ne sorte pas de cette zone. Alors o
et y ont des limites quand t — 400 :

lim z{t) =z €

C] ¢ lim y(E) — 0
tto0 {SEO’E € t_g_lglmy()—yooe[ ) Yo -

On en déduit (d’aprés le systéme) que =’ et ¢ convergent aussi. Leur limite ne peut qu’étre nulle;
en effet, si 2" tend vers [ # 0, alors & ~ It donc ne peut pas converger.

Ainst tliinoc z'{t) = 1t_l}i_,zym Y{t) = 0,00 (Too, Yoo) = (5, ). C’est impossible puisque par hypothése
on ayp < ¢ et y est décroissante.

Il exdiste donc un réel ¢; maximal tel pour tout ¢ € [tg, ¢1], (z(£), () est dans la premidre zone.
De plus z{t1) = § et y(t1) < ¢. On en déduit également que 2/(£;) > O et ¥/(11) = 0.

A partir de ¢y, (z{£), y(t)) passe dans la zone 2.

42 a—-by>0etc—dzr<0

Alors z et y sont eroissantes. Supposons encore gue U'on reste dans cette zone. Alors z et y ont des
limites quand £ — +o et on s :

- o . . o a
A a() = oo € o1, +o0f et lim y(2) = yeo € [yz,ﬂ .

Par composition de fonctions continues, on sait que log{y(t)) tend vers log(y.,) quand ¢ tend vers

+00. On en déduit que . _1)1?_1 (%—) =0, donc o = § = ;. Cela contredit la stricte monotonie de
oG

.

il existe donc un réel ¢ maximal tel que pour tout ¢ € i1, 2], (z(t), y(2)) est dans la deuxiéme

zone. Pour t =13 : z(fz) > § et y{ta) = £. On en déduit que ='(tz) > 0 et 3'{2) = 0.

A partir de %2, (2(t},4()) entre donc dans la zone 3.

4.3 a—-by<letc—dz<0

Ici 7 croft et y déeroit. On raisonne comme pour la deuxidme zone, et on montre qu'il existe un
temps t3 & partir duquel (z{z), ¥(¢)} sort de la zone 3 pour entrer dans la zone 4.

44 a—-by<Getc—dzr>0

C’est encore le méme raisonpement. On montre il existe un temps ta 3 partir duguel la solution
sort de la zone 4 et retourne dans la premiére zone.

4.5 Périodicité

On montre de la méme fagon quil existe un temps maximal £5 auguel Ia solution sort de Ia premidre
zone pour entrer en zone 2, et que x{ts) = z(t) = §. On a méme (z{ts), y(ts)) = (x(t1), ¥(¢1)). En
effet, comme H est une intégrale premiére on a H(xz(ts), y(ts)) = (z(t1), y(t1)). Donc si on note

e

h:yHH(E,y) =by+ec—alny—ch

c

a

on a h{y(ts)) = Aly(t)).
Or A est injective sur 0, #[ (on montre qu'elle est strictement monotone sur cet intervalle en cal-
culant sa dérivée). Comme y(fs),y(¢:) < £, on en conclut que y{ts) = y(#;).




Pour tout £ € R, on note (Z(1), #{8)) = (=(ts + ), y(ts +£)) ot &FE),5(E) = (&l + 8yt + ).
Ces deux couples vérifient le méwe probléme de Cauchy, ot z(t1) = #(0) = T(0) = z(i5) = 5 et
y(t1) = 4(0) = F(0) = y(#s). D’aprés le théoréme de Cauchy Lipschitz, elles sont donc égales (par
unicité).

On en déduit que pour tout ¢ € R, (w(is —t1 +£),y(ts — &1 + ) = (z(t), y(t)), i.e. la solution est
périodique de période &5 — ;.






