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Méthode de Laplace

Références = Rouvitre, Petit guide de calcul différentiel, ex 113

bﬁrfiﬁ roh ﬁ }
Soiert & < b < w0, ¢ : [a,b{— R de classe C7 sur [a,6]* avec ' > 0 sur la,bf, et f : [a, b[— C
continue en o telle que f(a) # 0. On suppose de plus qu'il existe ¢ & R tel que ¢ % f ¢ L1 fa.8]),
oo nHe bh g i £

{ alors T'intégrale F{F) = f et f(2)dz est débinie pouﬁ%! et

==

- 1 e~ fa)
- - F
\%},. i’ (a) > 0, alors F{t) ~ @ X 5

TN ” [ 7 e_mpﬂm)f(a)
_Z}si ¢ (a) =0 et ¢"(a) > 0, alors F(2) +";O\/2(p”(a.) ® 7

a- Clest & dire i est la restriction d’une fonetion €% swr un ouvert contenant {a, 5.

Démonstration. On peut supposer # = 0. En effet, il suffit de poser }’“: € %% f ot on a |'énoncs voulu.

= L'intégrale I est bien définie.
En effet, @ est croissante, done pour ¢ == 0,

-~

’e—w(zfif(w)' < é—t‘p(a} [f(z) e L . COMNT 20 =S ooy

rrin. peit todirs da o
» Commencons par étudier deux exemples : commencgons par a = 0 et w(x) = z.

La continuité de f en 0 donne P'existence de M > 0 et « > 0 tels que |71 < M sur [0, af. Alors pour ¢ >0, on a

o oo o

o G}
L { ‘] @ @, [ eiom=ro

-
Le passage & la limite est justifié ;ﬁf‘_’é théoréme de convergence dominée car je¥ f(g)ll[o m][ £ Me ¥ e
Mo - o
acl). [ 3
([0, 0D 5 ok

Puis comme fe L', ona )
, o : 5
C‘Q)\a}f} ’-7)3 1 . i f emtwf(a’:)da’:

b N e I [+

i

On a bien : -

Comntinuons avec un autre exemple : supposons que a = C et wlz) =2

Par la méme méthode que précédemment, on & powr Fo0
- a ~Eoe G
Al e s [ (B) ey [T 0w g
L@l = | e (B ey o | e 0y - )
Puis
b, . [P
Vi f e~ f(z)da| < vie f F@)dz, — o.
o o —+
 Dou

VTf(0)

’ —tx? ~ VIS
foe flx)de N

+ Btudions & présent le premier cas du théordme : o > 0 sur [a, b].
L'idée est de se ramener aux cas vus en exemple.

Adrien LAURENT 1 ENS Rennes - Université de Rennes 1



“on.

emonmp

Qsz.rm;z
Lz

i

On pose donc naturellement le changement de variable 1 u = p(z} — w(a) (Comme ¢ est strictement croissante,
onr obtient bien un C -diffépmorphisme.) et on note ¥ sa bijection rec1proque Alors on a

P(5) = e f AT (@) = 070900 [ T et s o LEON Q) OO
[ G

Or ¢(0) =a et ¢'(0) = Wi(aﬁ = ;% donec on & biex
g
! 1 Atqa(a)f
| PO~ o !

» 1] reste enfin lo denxidme cas & traiter : ¢'{a) =0 et (,o”(a) >0,
On pose jci u = +/ol(z) — ¢la). On a bien un C'-difféomorphisme par théoréme d’imversion globale car ¢ est

— surictement croissante. Un note & nouveau 14 'inverse.

On a alors

b
F(t) = e~telw) J.

[+3

~1(#) !
e HeE=—e@) flp)de = e~ J: ' ™ Fg{u))e (w)du ~ e20(e) Vs (ﬂ;?w’ ©

On sait que #{0} = @, puis

v P (@ - a)so”(a) _ [T
W = em @ & e @ 2
Donc ¥'{0) = ! = 2 et on retrouve le résultat annoncé :

(1) (% (0)) w”(a%

T e t(a) f(g)
jF(t} . f2w”(a; % v

Démonstration. On a

FE+1) = J\ZeAzartdz.
0

Pour faire apparaliee la forme du théoréme, on applique le changement de variable 2 = (s + 1) pouz £ > 0,
ainsi on a

v o] e}
TE+1) = J T Dy 4 ) du = ¢ J' g Hatl—in{ut1)) g,y
—1 —1

1
Onpose f=1letplu)=u+1—In(u+1). Alors @'(u) =1~ Toa = 1—3—“— et o (u) =
On remarque que % > 0 sur |0, o[, dorc en appliquant Ie théoréme, on a
oo —tg(0
J- gt =Inlut1}) g, 7:' < el )f(o) - Ee—t_
B 29" (0} Vi 2t

Puis en faisant le changement de variable v = —u dans la seconde intégrale, on a

0
f e tluti=ln(at D)) g, J-l p—Hi—r—Tn(1—0)) 4,
—~1 0

(1+u)2

On pose @{v) =1 —v — [n(1 — v} et on remargue que le théordme s’applique. On cbtient ziors

f e tuti=ln(u+1)) 4, kil et
—1 \ 2

Dol il vient /__ .
t
Ct41) ~ 260, [ Dot {2} am
( + o /V 21‘_8 (8 T

a

Adrien LAURENT 2 ENS Rennes - Université de Rennes 1




b
Remarques : » On a un résultat similaire pour les intégrales du type f ghwtT) flzider. On appelle cela la

méthode de la phase stationnaire. Le lecteur intéressé pourra regarder le Zlfily, Queffelec ou le Zuily.

» Ce développement semble un peu obscure sans Pexpliquer un peu. I faut se dire que ¢ est crolssante et qu’en
conséquence, comme Pexponenticlle décrols vite, la valeur de Vintégrale est concentrée en {a,a+¢[. On applique
alors des formutles de Taylor pour voir ce que Pintégrale domne.

Adrien LAURENT 3 ENS Rennes - Université de Rennes 1



Développement 7 : un calcul de 'avance du périhélie de
Mercure

Voir Rouviére p.236 (édition 2003) exercice 79.

On considére la fouction f définie sur R? par
(e, z) € B2, fle,z) = (x — a)(b — z) + ez

ol a < b sont des réels fixés et & > 0 un paramétre.
Pour € = 0, I'équation f(0, ) a pour solutions a et & sur R. Qu’en est-il pour Véquation

fle,z) =0, d'inconmue x € K.

Montrons que pour £ > {J assez petit, f(¢,z) = 0 a trois racines distinctes () <

T3{g) < w3{z). Démontrons alors le développement asymptotique

_ @ dz 3w 2
I(=) WJ/:(E) GeE) =1+ 1 (a+b}6+520(5 }.

Motivation : Cette intégrale apparait en physique dans I'étude des planétes. Plus pré-
ciséreent, le terme d’ordre £, qui provient d’une correction relativiste, a permis d’expliquer
I'avance du périhélie de Mercure de 43 secondes d’arc par siécle.

Preuve. On sait que f{0,a) =0st 9:f(0,a) = b — @ > 0 donc, comme f est de classe
C™ sur R?, d’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert 17 de
0, un voisinage ouvert W) de a et une fonction x; € C°°(Vi, W) tels que

(g,2)y e Vi x Wy et flg,z) =0 = séiﬁetx:;tl(s).
Omn sait que z1(0) = @ et en dérivant la relation
VeelW, 0=flgzi(s)
il vient
(=2z1(e) +a +b + ez (e)*)7] (e) + 1 (e)® = 0

d’olt 'on déduit
-3

b—a

4 (0) =




Alors, d’aprés le théoréme de Taylor-Young,
e
b—a

Ti{e) =a — e+ O (9.
=0

En permutant @ et b, on obtient un voisinage ouvert Vs de 3, un voisinage ouvert Ws
de & et une fonction xz € C*°(Vz, Wa) tels que

(g,x) e Vax Waet fle,2)=0 = £ € Va etz =ms(e)

et 3

7
xa(e) :b+b~a

E+€90(52).

De plus,
Ve, z) € R2, fle,x)=2e® — 2% + (a+ )z — ab

donce, d’aprés les relations coefficients-racines, la troisiéme racine z3(e) € C de f verifie

z1{g} + z2(e) +I3t5} = "]ﬂ:

d'oit 5
R>ax3(e) = -—(a+d)— (a® + ab + b=+ ,(_9,0{52)‘

Pour € > 0 assez petit, on a donc trois solutions distinctes.
En notant z; = z;() pour i = 1,2, 3, on remarque que

Vo) R fleo) =@ —m) (2 — 2)(1 - e + 71 +22))

de sorte que
Ty = /m (L—e(zta ra)) 2
wm V(@ -2z @) ’
En posant u = T ety — 22— et en effectuant le changement de variables z =

u 4 vsint, on obtient

I(z) —/_% (1 —(3u +vsint)) 2 dt.

T
Or, d’aprés les développements limités précédents,
3 b—a
Ju+vsint = 5(@ +b) + ?smt +7(e,t)

avec |r(g,t)] < Ce uniformément en ¢ car |sint{ < 1. De plus, d’aprés le théoréme de
Taylor-Lagrange,
Viz] < : -2 V2 —fp iyt z

=20 R



avec |a] < 3v/2 (en majorant la dérivée seconde). Il en découle que, pour £ > Q agsez petit,
(1+e(Bu+wsing)) ™2 =1+ g(?m.-{- vsint) + s(z,8) -

avec [s(g,t)} < Ce? uniformément en # car |sin#] < 1.
Ainsi, grace & I'uniforraité en £ des majorations de r{z,%) et s(z, 1),

b—-a

z 3
I{e) = /2 (1+ —(a+b)s+ Esint) dit+ O (52)
_g 4 =0

et finalement,
3T
I{e) =7+ -4—(& + b)e —1—690(52)_




