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Théoréme de Sarkovski
Simon André et Quentin Garchery

Référence : Oraux X-ENS : Analyse 1

I désigne un segment de R.

Définition 1. Soit f: 1 — I continue. On dit gue £ € I est de péripde n > 2
si fP(z) =z et si f¥(z) # z pour k€ {1, .. ,n— 1}. On dit que z est de période
1 5t c’est un point fize de f.

Théoréme 1 (Sarkovski). Seit f : I — I continue. On suppose qu’il existe
un point de période 8. Alors pour tout entier n > 1, il existe un point de période
n.

On aura besecin des deux lemimes suivants pour démontrer le théoréme :

Lemme 1. Soit une fonction f continue sur I & voleurs réelles et soit fa, b} C
f{I), alors 4l existe [a, B] C T tel que [a,b] = f{je, f]).

Démonstration. Le cas a = b étant trivial, on suppose ¢ < b. Soit w € T tel
que f(u) = a et v € I tel que f(v) = b. Supposons par exemple u < v et
posons 8 = inf{z € {u,v], f(z) = b}. B est bien défini car Pensemble est
non vide puisqu’il contient v. L’ensemble est fermé donc f(8) = b. On pose
ensuite @ = sup{x € |, 8], f(x) = a}. « est bien défini et vérifie f(o) = a.
It reste a vérifier que [o, B convient : la, bl = [f(a), £(8)] C f(le, B]) price au
TVI. Réciproquement si y = f(x) avec x € [a, 8}, supposons par Pabsurde que
Yy <a < b= f(B), alors il existe u €}, 5] tel que @ = f{u), ce qui contredit
la définition de a. On en déduit ¢ < y puis de la méme fagon y < b, et done
y € [a,b. [ |

Lemme 2. Soit une fonction f continue sur I & valeurs réelles. 5%l existe
la, 6] C I tel que la,b] < fja, b)) elors f admet un point fize dans {a.b].

Démonstration. 1l existe ¢, d € [u, ] tel que f{c) = aet f(d) =b. g(z) = f(w)—n
vérifie g{d) > 0 et g(c) < 0, d'oil Je résultat grice au TVL =




Démonstration du théoreme. J admet un point o de période 3. On pose b =
fla) £ aetc= f) = f*(a) #a.Onab # ¢, et on peut toujours supposer
a = min(e,b,¢). Il y a donc deux cas & étudier - e<b<ceta<e<b Les
deux se traitant de fagon similaire, on va dorénavant supposer sans perte de
généralité @ < b < ¢. On pose I = [a,b] et Iy = [b,¢]. On a les 3 inclusions
suivantes, qui découlent du TVI -

L Iy C f(h)
2 I C f(ln)
3. I C f(h)
On va maintenant démontyrer Pexistence des points de toute période.

Existence d’un point de période 1 : Iy ¢ f(I), on applique simplement e
lenyme 2.

Existence d*un point de période 2 : Io C f(h) et I C f(Iy), done
Iy C f3(Iy). D'aprés le lemme 2, f* a donc un poeint fixe dans Ip, mais a
priori on ne sait pas si f{x) # r. Clest 13 que le lemme 1 intervient ; it existe
Jo € I tel que I = flh),onady, ¢ (), done il existe z ¢ Jo tel que
JHz) = =, et cette fois on peut conclure : ¢ € Jy done z < bet f(z) > b, on en
déduit que 2 # f(x) (en effet, si par absurde on suppose £ = f(x), ona x = J,
or f(z) = ¢ # b : contradiction).

Existence d’un point de période n > 3 : on va itérer la méthode utili-
s€e powr démontrer I'existence d'un point de période 2. Le principe est résumé
dans le schéma suivant (on note I, féche I, pour I, c HEME

Ig\—/ID

Linchsion Iy C f{5} (qui n’a pas éé utilisée pour le cas n = 2) nous
permet de boucler sur J; un nombre de fois arbitrairement grand (ici n - 2 fois)
pour obtenir un point périodique de la période souhaitée. Il ne reste plus qu’a
Pécrire :

I C f(h) donc il existe Iy C 1) tel que J; = f(I2). Puis I C f(I,) etc. On
construit done

Lacl, »C..C I

tels que f(lx42) C Jx pour 1 £ k < n— 2, donc par récurrence ) = L.
En particulier f*~ (I, 1) =1, or Iy C f(h) dou Iy € f*}I,—1). D’aprés le
lemme 1, il existe done I, C I,,_; tel que Jp = 7 H(1,). On obtient finalement
In C f™{1,). D'aprés le leime 2, il existe donc un point fixe z de f™ dans I,,.
Il ne reste plus qu'a vérifier que f*(z) # 2 pour L < k < n - 1. Par Pabsurde,
si f*(x) = =, considérons f*~1(x} € I,. Par Pabsurde, supposons 1 (z) £ b
On a fob=1(g} = prk=t(rk(y)) = P z). Mais n —k—1 < n— 2 done




S5V (@) € I : contradiction. Done fPHx) = b, d’od Hay=fB)=c= =
Mais n — 2 > 1 done z est dans 7,. On devrait donc avoir a = f(z) € Iy, ce qui
est absurde. Cela conclut la démonstration. u

Remarques :
1. T} est indispensable que I soit stable par f, comme on le voit avec le contre-
exemple suivant : on prend I = [0,a) C [0,1] et f: T = 2 —. On
constate que f3(z} = z pour tout 2 dans l'intervalle 1, done tout$point

de I est de période au plus 3, donc il n'existe aucun point de période plus
grande que 3.

2. Le théoréme n’est plus vrai en dimension supérieure. Par exemple, la ro-
: ] 27T H] H 2t L
tation d’angle 3 Maque des points de période 3 sur le cercle units,

3. Pour construire une fonction périodique de période 3, il suffit de faire une

interpolation de Lagrange pour construire un polynéme P vérifiant par
exemple P(0) =1, P(1) =2, P(2) = 0.




Méthode de Newton

Simon André et Quentin Garchery

Référence : Petit guide de calcul différentiel, Rouviére, page 152

Soit f i le,d] — R une fonction de classe C? vérifiant fle) <0 < f(d) et
f'(x) > 0 pour z € [¢,d]. f admet done un unique zéro a dans Pintervalle Je, d.
On veut créer une suite qui converge rapidement vers le point fixe. Pour cela, on
transforme I'équation f{z) = 0 en un probléme de point fixe F(x) = z en choi-
sissant F de sorte que F' (a) = 0, afin d’obtenir une convergence quadratique.
On définit ¥ sur [c, d] par

flz)

7(a)

Flz)=a -

Proposition 1. 7l existe un intervalle J = l[e—a, a+a] stable par F. En prenant
To € J, lu suite définie par wpp; = F(xy) converge de fagon quadratique vers le .
point fize a.

Démonstration.
f(z)
Flz)—a=1x— —a
) 7@
(e -a)f'(x) — ()
friw)
D’aprés 1a formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2, et puisque f(a) =0, il existe

z €la, z{ (ou [z, a]) tel que fa) =0 = f(z)+ {a - z) f'(x) + (i—z—%)—df”(z). On

en déduit ; L)

F(IL)—CL:Ef’(’B)

on obtient |F(x) — a| < Cla— a)* powr = € l¢, d]. On

(z—a)

max | f|
2min f°

. Lo
choisit o tel que J = [a—a, a+0] C [¢,d] et tel que Ca? < o, ie & < ek Ainsi J

En prenant ¢ =

est stable par " et en prenant zo € J on a, pour tout n, [Zn 41 —a| < C|z,, —aj?.
R




Si, de plus, on suppose que f est convexe, on n’a plus besoin de prendre x:
proche de a, comme le montre le résultat suivant ;

Proposition 2. Si on suppose que I7(z} > 0 pour z € [, d}, alors intervalle
I'=[a,d] est stable par F et pour tout zo € I on g -

.0 S. Tpyy —a < C'(mn — CL)2.
Lf"a),

2 oopp1—a~ Em(.;,n —a)? quand n — +oo.
Démonstration. f(z) > 0siz > a, et f'> 0sur [¢,d], donc F(z) < z pour tout
z € [a.d]. D’autre part, f* > 0 donc l'expression obtenue plus haut 4 aide de
la formule de Taylor-Lagrange montre que F(z)—a > 0. Ainsi, lintervalle lo, d)
est stable par F. De plus, si g €la, d] la suite (z,, ), est strictement décroissante,
minorée par a, donc converge vers une limite I qui est un point fixe de F, done
() =0, d'ot{ = a (si 2o = a Ia snite est stationnaire). La convergence vers g
est quadratique, comme précédemment, et on a de plus, si 25 > a :
Tntl — @ _ 1 f”(z.n)

(‘Tﬂ - &)2 - 5 f"($n}

‘fﬂ(zﬂ) ‘fll(a)

v, ce qui donne Péquivalent souhaité,
Flam) ™ fila) 1 !

Exemple : Approximation du nombre d’or

avec g < z, < &p, done

1

Le nombre d’or est un point fixe de f(x) = +/T + & sur Vintervalle stable [0, +o0]

atnsi que de g(z) = 14 = sur Pintervalle stable [/2, 1+ V2], mais la convergence
X

vers le point fixe est sculement lindaire car | ()] < 1/2 et lg'(2)] £ 1/2. La
méthode de Newton appliquée 4 42 — 2 — 1 = 0 offre done une convergence
beaucoup plus rapide.
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