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Méthode de Newton - Raphson. Soit () un ouvert de R et soit f 192 — R” de classe ¥2. On
suppose qu’il existe a € 2 tel que f(a) = 0 et d,f € GL,(IR). Alors il existe un voisinage U/ de a

U-—R"

telle que application g: T @ — (dof) Nz

) soit bien définie et posséde a comme point fixe

superattractif.
En particulier, pour tout & € U, la suite (uy)nen définie par uy = z et Uny1 = g(u,) converge
quadratiquement vers a.

Démonstration. Le théoréme d’inversion locale appliqué & f nous donne un voisinage V de a sur
lequel f réalise un #?-difféomorphisme de V sur f(V). On en déduit que pour tout z € V, d, f est
inversible donc g est bien définie sur V.

De plus, f(a) = 0 par hypothése, donc (d, D)7 (f(a)) = 0 et g(a) = a. 1 faut maintenant analyser
le comportement local de g autour de a pour en savoir plus sur ce point fixe. Pour la suite, on se fixe
heR*telquea+heV. '

On a gla+h) =a+h— (dornf)"1(f(a + h)). Puisque f est €2, Papplication z —s de f est €1
sur {2, et sa différentielle en z est application h € R” — @2 f(h, -). On en déduit, par linéarité de la
différentielle, que dyynf = dof (id + (do )~ 0 d2f(h,-) + o(||h)))). En utilisant 'identité (L4+h)1 =
1 - h -+ o(||hl]), on trouve

(td+(daf) " 0 dgf(Ry ) + o(IRI)) ™ = (id — (duf)™ 0 d2f(h, ) + o([[A]])),
et donc on obtient que
(darnf) ™ = (id+(duf) " odg f (R, Y +o([|AI)) Mo (daf) ™" = (id—(duf) 0d2f (h, ) +o({[Al]))o(daf) *.
Il nous reste & évaluer cette égalité en f(a + ), mais avant cela remarquons que f{a + h) =
f(@) + dof(h) + 5d2F (R, h) + o(||h]|*), donc par linéarité de d,f et puisque f(a} = 0, on trouve que

fla+h) = dof(h+5(dof)™ o 2 f(h, h) + o(||A]]*)). Cette factorisation par d,f permet de simplifier
le caleul :

(o) (Fla+ 1)) = i — (o) 0 B2 () + o(IRI) o (daf) ™o duf (i S{dafy™ 0 d2F(h, )+ of )
= (id = (duf) ™ 0 d2/ () + o)) o (h -+ 3(daf)™ 0 d2F () + o)
=t 5(daf) ™ 0 2 () — (daf) 0 d2F () + o)

= b o (daf)™ o d2F(h, 1) + of ).

On. peut (enfin!) en déduire que g{a +-h) =a +h — (b — 3(daf) T o d2f(h, k) + o(||H]%)), donc
gla+h) — gla) = {def)™ o 2 f(h, k) + o(||h])?). En identifiant, on trouve donc que dag = 0 et
dag = 3{daf) ™ o d2f, ce qui implique que @ est bien un point fixe hyper-attractif de g.

Ceci nous permet notamment de trouver un voisinage de a qui soit stable par g, et sur lequel la
suite (un)nen sera donce bien définie. En effet, en notant M = |||(dyf)~Y| - Ha2 £l on a

lofa+ k) = 9@ < 3M A +o(IHI) = (58 + (1)) 1.

Ainsi, il existe n > 0 tel que la boule #{a,7) soit incluse dans V et tel que sM+o(l) < M < oo
pour tout i € Z{a,n). En prenant ¢ < min(n,ﬁ), on a pour tout z = a+h € U = Bla,s),
llg(z) — gla)} < e, done g(U) C U.

On peut donc conclure que (i )nen est bien définie sur U7 e qu’elle converge quadratiquement
vers a, puisque pour tout n € N :




M [t = all < (M fJtn — alf)?
<.

< (M fug — af)™™" par récurrence

et M |lug — al] < 1 car up € U, donc on a bien la convergence désirée. O
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