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Espaces de Schwartz. Distributions. Dérivation au
sens des distributions.

Quentin Garchery

Référence : Cours d’Analyse, Théorie des Distributions et Analyse de Fourier,
Jean-Michel Bony, p. 117 et p.164.

1 Distributions a support réduit a un point

Théoréme 1. Les distributions dont le support est réduit 4 un point sont ezac-
tement les combinaisons linéaires de dérivées de masses de Dirac en ce point :

Vu € I'(R), Supp(u)= {a}, v = Xpcp Ca0%d0.
On aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 1.1. Soit u une distribution & support compact. Alors u est d’ordre
find p et pour tout voisinage K compact de Supp(u),

CeRVeD, | <u¢d>|<C sup |8%(z)]

afpzeK

Démonstration. On se donne un voisinage K compact de Supp(u). On peut trouver
f € C” a support dans K et égale 4 1 au voisinage de Supp(u). Par définition du
support, on trouve < u, ¢ >=< u, f¢ >. u étant une distribution, il existe un plus

petit entier p tel que
AC, VY € C*(K),| < u,¥ > | < Csup|8™y|
aZp

et done

Vo e CF, | <u,¢>| <G sup |°(f)l

< Cisup| ), (a) P vt |

asP  g<u B



Donc
Vo € CF,| <u,¢ > | < Cysup|d®d|
a<p

avec Cy = C1 SUPy<p 2 p<a (E) |8°F |.

Finalement on a que u est d’ordre inférieur & p et on a égalité par minimalité de
P.

O
Démonstration. Montrons d’abord que toute distribution & support compact d’ordre
p est nulle pour chaque fonction test dont toutes les dérivées d’ordre inférieur ap
sont nulles sur Supp(u).
Soit u une telle distribution, on note K sont support et K, = K + B(0, B(0, ). On
pose aussi g, la fonction caractéristique de Ky, et on prend f,E des approximations
de l'unité & support dans [—¢,¢]. La fonction 9, = g x f. (convolution) est de
classe C*, comprise entre 0 et 1, & support dans Ky, et égale & 1 sur K.. On
a1 0"e(z) = [ g(w ~ )8 fe(y)dy. Or 8" f(x) = ™ *(3"f)(2), ce qui donne
16%f ]Iy = Cue™ avec Cy = [|0*f||1. Done

sup |0°¢(x)| < Cae™ &y

Soit ¢ une fonction test telle que toute ses dérivées d’ordre inférieur & p soient
mulles sur K. Soit z € Ka,, il existe zp € K tel que |z — zo| < 3e. On applique en
z le développement de Taylor de 5°¢ en o & 'ordre p— 4 :
18%4(z)| < B9 supy "Hp avecw =p+1- 5.
Done

sup |87¢(z)| < C1F | @)

€Kz,
On utilise la proposition :

| <u,¢> =] <u,dthe > |
<C sup  |8%(¢d)l

asp,rEKae

Or [0%(¢%e)| £ Tpea (E)Ce”“‘ﬂca_ﬂe“""*ﬁ d’aprés (1) et (2). Donc pour tout e,
| < u,¢>| < e cest-d-dire <u,¢ >=0.

Soit maintenant v € D'(R), Supp(u) = {a}. On peut supposer, sans perte de
généralité, que a = 0. Soit 9 une fonction test égale 1 au voisinage de l'origine et
¢ une fonetion test quelconque. On peut écrire

4(@) = ¥ S0 4000(0) + 1)

alp



On montre, par récurrence sur n que Yn < p, r(0) = 0. Donc < u,r >= 0. Cela
nous donne, en posant b, =< u, g/)(:a;)%‘!' >

<uy ¢ >= Y bd*¢(0)

asp
c’est-a~dire :
U= z baaaéo

asp

2 Inversion de Fourier

2.1 Dans I,

Soit F la transformée de Fourier, pour f € Ly(R"™), on a pour tout £ € R™ ;
PUNO = [ e f(z)do
On définit aussi F sur L;(R?) par :
VE € R™, F(£)(€) = F(f)(—¢)
Lemme 1. F(z - e~eF)(£) = (Z)/2e7eF*/4e
Théoréme 2. Soit f € Ly (R™) telle que F(f) € Liy(R™), on a
(2m)"F(F(f)) = f
Démonstration. Posons, pour tout z € R™ :

L= ™ [ [ e i

La fonction (£, 1) — e~ kP74 £(z) est intégrable sur R?" donc on peut appliquer le
théoréme de Fubini : :

L@) = (2m)™ [ e=te IR f)(e)de (3)
en intégrant d’abord par rapport 4 y et :
— -n i(z—y) £ g—€*KKI*/4
Liz) = @m™ [ S@)( [, e ek gy (4)

3




en intégrant d’abord par rapport a £.

A Yaide du théoréme de Lebesgue pour ¢ — 0, (3) devient :
Ia) —3 (2m)"F(F(f)

1l reste & montrer que I(z) = f(z). Pour cela on va interpréter (4) comme un

produit de convolution.
Posons

Ge(2) = (2m)™" f oizk o lE A g

BR»

= (2m) " F(¢ v e K ) (2)

. On obtient I.(z) = [ Ge(y — =) f(y)dy.
On applique le lemme avec ¢ = ¢ /4 ;

4
Ge (2:) — (2ﬂ)~n(§)n/2e-ﬁ|z]2/52
= g2 le/e

= ¢ "G1{2/¢)

avec G1(2) = a~™2e~17* | (5, est est une fonction positive, d'intégrale 1 donc G,
est une approximation de 'unité. On a : Vz € R, (G Fiz) 3 f(z) et donc

@r)F () = f-

2.2 Dans S

Théoréme 3. Soit ¢ € S(R?), alors ¢ € Ly, (R”) et
e F(¢) € S(R?)
o VpeN,3C € R, Ny(F(¢)) < C Npnt1($)
e (20)"F(F(¢))=¢

Démonstration. 11 suffit de montrer le deuxiéme point. En effet ¢ € L;, (R") en
découle pour p=0, le premier point en est une conséquence directe et le troisieme
point s’obtient grace au théoréme précédent. Soit ¢ € S(R™), on a:

0 F(9) = —iF(z;¢)
&F(¢) = —iF(9;9)



done, par récurrence, Vo, § € N*, [¢40P F(¢)| = | F(8%(2P¢))|. On calcule :

NF@) = ¥ [FE@@N)],

laf)Bl<p
< ¥ leewl,,
lol,|Bi<p
<X, ). ”mﬁa‘"(qs)”h
|al.{Bl<p
S 1
< X, 14+ ) g g0
- pfal%ﬁp( :gl:lxl ) (¢)(1+2?=1|$5fn+1) I
1 n
<X 1+ )P ge
S [en e MM (R PLuiiall

<X ¥ |lrw),

loblfiSptntl
< Xy Nprnia ()

X, est obtenu en développant 9%(a?(¢)) & V'aide de la formule de Leibniz et

!V 1
X, =X st 0
2.3 Dans S’

Lemme 2. u € §'(R*) <=> u est une forme linéaire sur S(R™) et AC, € R,Tp, €
N,V € 8,| <u,¢ > | < C,N,,(4).

On définit F'(u) par V¢ € S, < Flu), ¢ >=< u, F($) >. Cette relation prolonge
la relation V¢ € S, < F(f), ¢ >=< f, F(¢$) > pour f € Ly que 'on obtient par le
théoréme de Fubini :

[1@) [e=vstg)dyds = [ 9() [ e j(a)dmdy
On montre que la forme linéaire ainsi définie appartient & S/(R") 4 'aide du lemme :
Soit ¢ € 8,

| < Flu),¢>]=[<uF(g)>]
< CuN,, (F(4))
< C,X Npu+ﬂ-+ﬂ(¢)

la derniére inégalité est obtenue grice au théoréme 3. On peut aussi définir F de
la méme fagon sur S.




Théoréme 4. La transformation de Fourier est une bijection de S'(R™} dans lui-
méme, d'inverse (2m)"F.

Démons#mtion.
< F(P@)), ¢ > =< (F@), F(¢) >
=< u, F(F(¢)) >
=< u, (2m)"¢ >
De méme < F(F(u)), ¢ >=< u,(2m)"¢ > EJ



