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DEVELOPPEMENTS POUR I/AGREGATION EXTERNE

Inégalité de Hoeffding et application !

Legons ; 253, 260, 261, 262, 229
[Ouv2], exercice 10.11

T_héoréme
Soit (Xy), ey une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et centrées,
De plus, on suppose que Vn € IN*, X,, est ps bornée par ¢, oli ¢;; > 0.

On note: Vi € N*, Sy = ¥ X; ct 4, = ):'c
j=1

2
Alors Ve > 0,Vn € N*, P (15,] > €) < 2exp ( 22 )

Démonstration :
~3 Il'va s’agir de démontrer le lemme qui suit.
Lemme

Soit X une variable aléatoire réelle, centrée, et ps bornée par 1.
On note Ly sa transformée de Laplace.

2
Ona:VteR,Lx(t) < exp (%)

Démonstration : 1 1ay
Soitt € R, ona:Vx e [-1,1],fx = %x(—t) + —%t.

Dong, par convexité de I'exponentielle, on en déduit : Vx € [~1,1], e g l—gﬁ{e_f + }—?e*.
Mais on sait que |X| < 1 ps; en particulier, e’X est bornée ps donc admet un moment d’ordre 1.
Ainsi, Ly est bien définie en 7 et :

El-X] , Eli+Xx], 1, , - #2
< = — = =
Lx(#) e e = (e™" +e') = cht n§=0 Bl S < HE i = exp ( ) -

— Fixons n € IN*. ,
exp ( 5 ])

X;
On applique le lemme aux variables _.’ ot j € [In}: vt € R, Ly,(t) = Lx; {tej) <
i 5

Mais par indépendance des exp (1X;) pour j € [1,#], il vient :

n 2
Vi €R,Lg, (f) = HLX;'( < exp (t a,;) .
j=1

-3 Soientt > Qete>0;0na:S, > ¢« e > eff,
Ainsi, par I'inégalité de Markov, on obtient :
E efsn - t2
P(Sy>e) =P (ersn > e") < [e*E ] = e "Lg (1) S exp (—te+ Eu,,) .
. . - € 2
Cette inégalité est vraie pour tout t > 0, donc en particulier pour t = —, ot —t¢ -+ 7 n Téalise son

.. , s & ay £ &2
minimum, d’olt : P (S, > ¢} < exp ;iaﬂHE—E =exp o)
H

~+ Soit £ > 0 quelconque.
Ona:P(|Sy|>e)=P (S, >e}+P (S, < —s)
Mais on aurait pu appliquer tout ce qu’on vient de faire aux variables ~Xj ottj € [1,n], et donc :

P(S; < —&) =P (-5, >¢) <exp (—5).

n

Et finalement, P (|S,f > ¢£) < 2exp (—%).

Florian LEMONNIER 1 ENS Rennes — Université Rennes 1
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DPEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

orollaire
Soit & > 0; on ajoute I'hypothese supplémentaire : 38 > 0,¥n € N* 6y <

n2a—ﬁ'

s 5
Alors: = .
ne n-seo

Démonstration: |
. . . . n2g? nPe?
Soit ¢ > 0, on a, par Hoeffding : Yn € N*, P (|Sy| > n"¢) < 2exp { — 5 < 2exp - )
H

Be2
Mais la série E exp (—11—2§2—) converge (par le critére de Riemann), car IN e N*,Vn < N, ~2-ﬂﬁ 2 2Inn

nzt
B
etdonc 3N € N*,Vn < N,0 g exp (—n—;-zv) P ;115

Ainsi, la série ) P (1Sy] > n”e} converge, d'oi, par Borel-Cantelli :
n21

Ye > 0,P (limsup {|S«| > n“e}) =0,ieP (ﬁrﬁiolc}f{isnl < "““3}) =1.

H-—-300

En particulier, Yp EN*,IP( U n { %’{4 < l}) =1,

nelN* kzn P
C’est-a-dire : Vp € N*, 3N, négligeable, Vw € Np, dn € N, Vk 2 1, Skéaw)l £ %
On pose alors N = | J Ny, alors N est négligeable et :

pelN*
Yew € NS, Vp € N¥,3n € N,Vk 2 n, m < l
k* P
’ Sq ps
Ou, en d’autres termes : — — 0. |
n* n—yo0

Références

[Ouv2] J.-Y. OUVRARD — Probabilités 2, 3° éd., Cassini, 2009.

1. Allez, une autre application, si vous aimez les statistiques; elle provient de Ja partie 3.2 du livre Statistique mathémalique,
de B. CADRE et C. VIAL, paru en 2012 aux éditions Hilipses. Plagons-nous dans un modgele statistique {H", {Pp}pce) avec
H C Ret® C RY Le paramétre d’intérét est g(f) avec g : © ~+ R une fonction continue On suppose que Xy, ..., X, sont
indépendantes et identiquement distribuées, de loi Py, bornées Py-ps et avec Ejy [X1] = g(8). Soit ¢ une borne Py-presque stire
de Xy — g{6). On veut un intervalle de confiance pour 2(0).

i)

Par Hoeffding, Py (|X, —g(8)] >¢) = P ):; (X,- - 3(9))
=

22 &2

n n .

> rre) < 2exp (—._".;n:—z) = 2exp (—2—;) Soit ¢ €]0,1],
. nely | 2, 2 . " . .

on choisit £ de serte que s = 2exp { — 2 Jleie=cy In - Des lors, on obtient l'intervalle de confiance par excés au niveau

1~a,pourg(f): 1, = [X_n—q/%lnﬁ,fgﬂi-c %h\g]

Florian LEMONNIER 2 ENS Rennes — Université Rennes 1
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DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Théoreme des événements rares de Poisson

Lecons : 218, 241, 249, 261, 262, 264

[Ouv 1], théoréme 7.1
[Ouv 2], théoréme 14.20

Théordme (Evénements rares)
Soit, pour tout n € IN*, une famille finie {A,;|1 < j < M, } d’événements indépendants.

My
Onpose : pj =P (Ayj) et Sy =Y 14,
j=1
M,
1. . .
On suppose " : . s1111;21;\5[ Prj =2 Oet )g Pnj =2 A >0

Alors (Sp), ey converge en loi vers la loi P(A).

On commence par montrer le théoréme de Poisson, dont le théoréme des événements rares est une
généralisation.
Théoréme (Poisson)
On considere (Sy},en- Une suite de variables aléatoires de lois B (1, pu).
Si lim np, =A >0,
H—300
Alors {Sy), e+ converge en loi vers la loi P(A).

Démonstration du théoréme de Poisson:
Comme npy n-_:;)u,ona:p,, = 40 =)

Soitk € N, pourn 2 k:
ek _n{n=1). (n—k+ 1 A N A 1\]"*
P (Su=k) = ()P"(l Pa) k! 2 T\ ! E_l_o(ﬂ)

k
1 n—k
Orn(n~1)...(n—k+1)[%+a(%)] =%"" Lt n+1{/1+0(1)]kn__?:j/1k

[1_f’t+o(;)]""‘zexP{(,,_k)ln(lm&+ ()] =ep -0 {240 (2))] m2e

Par conséquent, P (S, = k) — %e_"‘ d’out 5y —> P(A). o

Démonstration du théoréme des événements rares:
On va utiliser le théoréme de Lévy.
Soit n € IN*, par indépendance des A, j pour 1 < j € M, ona, pourt € R:

My Mn My

—_ _ X it
@s, (t) = E qpl""n,j( II:I (Pn)E +1 Pn;) ;’r_[ (1 + Pu,j (e 1)) /bu_;,_
) *'” ”
y e /\Q\L}O E\}(‘}r) ,
Log ((Psn (l‘) E Log 1 + Pn,}z)

]“1 / (\ ‘\(“{}‘ tU\ “
Par la formule de Taylor avec reste intégral, pour [z| < 1:

Hz (1 4z-v)! -1 1 -1 11—y
Log(l+2)= f o cdv= / 1471 —z2t) 7 dYt =z — 2]‘ l-u
og(l+z)=z+ , i - do=1z+ A (1+z-1 zu)(l_'_zu)zzdu z—2" | e du

1. Attention, certaines hypothéses dans le livre de Ouvrard sont inutiles.

Doy, en posant z = et - 1:

Florian LEMONNIER ENS Rennes - Université Rennes 1
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DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Comme max py; - — 0: IN €N, ¥n 2 N, max RS
\]\ K 1My

Soitalors n 2 N,

Log ¢, (1) = })%[p ~p2 zzf1 1w du} zﬂfp z ):p f il NN
Su , g - - .12
= :z] 1, o (1 + P }zu) n,J n,j (1 + p”'jzu)Z
1
Or, pour u € [0, 1), par inégalité triangutaire : |1 + p,, jzu| 2 1~ p, ]izju 21— py;lzl 2 > 5
Donc h}%pz.fj—l—————du Afp f L= 5 du < Ep 4/ (1~u)du :2%;92
", n n n,
=M (1+ pujzu) =1 / 1+ p,”zu] / =
£2 (lglgﬁ" Pu ]) E pn,j)
Ainsi lim [ —————du—Odonctho qogn(t)— lim z ) puj= Az
S | ’ Lmime
= t_ .
Donc lim gs, () =exp ( (e’ 1)) d’olt Sy, 1;::; P(A). n
Références

[Ouv 1} ].-Y. OUVRARD — Probabilités 1, 2¢ éd., Cassini, 2007.
[Ouv 2] J.-Y. OUVRARD ~ Probabilités 2, 3¢ éd., Cassini, 2009.
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