
Théorème de Caratheodory

Arnaud Girand

11 décembre 2011

Référence :
– [FGN10], p. 316 – 317

Leçon :
– 137 - Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie ; convexité. Applications.

Proposition 1 (Caratheodory)
Soit X ⊂ R

n un ensemble non vide.

On note C(X) l’enveloppe convexe de X.

Alors tout point de C(X) est barycentre à coefficients positifs d’une famille de n+ 1 points de X.

Démonstration : Soit x ∈ C(X). Par définition de l’enveloppe convexe, x est barycentre à
coefficients positifs de points de x, i.e

∃p > 0, ∃λ1, . . . , λp ≥ 0, ∃x1, . . . , xp ∈ X, tels que

p
∑

k=1

λk = 1 et

p
∑

k=1

λkxk = x

Supposons p > n+ 1. Alors p− 1 > n = dim(Rn) donc la famille (xi − x1)2≤i≤p est liée dans R
n,

i.e il existe α1, . . . , αp ∈ R non tous nuls tels que ;

p
∑

i=2

αi(xi − x1) = 0 (1)

Posons également :

α1 := −

p
∑

i=2

αi

Alors :

p
∑

i=1

αixi =

p
∑

i=2

αixi + α1x1

=

p
∑

i=2

αix1 + α1x1 par ( 1 )

=

p
∑

i=2

αix1 −

(

p
∑

i=2

αi

)

x1

= 0

Ergo :

∀t ∈ R, x =

p
∑

i=1

λixi + t

p
∑

i=1

αixi =

p
∑

i=1

(λi + tαi)xi

Les αi sont non tous nuls de somme nul donc il existe un indice i tel que αi < 0. De fait, on peut
poser :

τ := min

{

−
λi

αi

∣

∣

∣

∣

αi < 0

}

On pose ensuite pour tout i ∈ [p] µi := λi + ταi. Alors :
– les µi sont positifs ou nuls par construction de τ ;
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– on a :
p
∑

i=1

µi =

p
∑

i=1

λi + τ

p
∑

i=1

αi =

p
∑

i=1

λi = 1

– l’un des µi au moins est nul (prendre l’indice j pour lequel le minimum τ est atteint).
In fine :

∑

i6=j

µixi =

p
∑

i=1

µixi =

p
∑

i=1

(λi + ταi)xi = x

On a donc écrit x comme barycentre à coefficients positifs de p− 1 points de X . On obtient alors
le résultat en itérant ce procédé.

Corollaire 1.1

Soit X ⊂ R
n un compact non vide.

Alors C(X) est compacte.

Démonstration : On considère le simplexe Λ de R
n+1 :

Λ :=

{

λ ∈ R
n+1
+

∣

∣

∣

∣

∣

n+1
∑

k=1

λk = 1

}

Définissons également l’application suivante :

f : Λ×Xn+1 → R
n

(λ, x) 7→

n+1
∑

k=1

λkxk

Alors f est continue (car — entre autres — bilinéaire en dimension finie) et par théorème de
Caratheodory, C(X) = f(Λ×Xn+1). De fait, par compacité de Λ×Xn+1, C(X) est bien compacte.

Détails supplémentaires :
– Compacité du simplexe. Le simplexe Λ est clairement borné (par exemple par 1 en norme
‖.‖∞. De plus, si (λp)p ∈ ΛN converge vers λ ∈ R

n+1 (par exemple pour ‖.‖∞) alors par
convergence coordonnée par coordonnée :

1 =

n+1
∑

k=1

λ
p
k −−−→

p→∞

n+1
∑

k=1

λk

Donc λ ∈ Λ et donc le simplexe est fermé, d’où le résultat par dimension finie.
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