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Chapitre 1

Couplages

1.1

Algebre

101 — Groupes opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

— |Décomposition de Bruhat|

— [Sous-groupes finis de SO(3, R)| (en passant vite sur le dénombrement et
en ne faisant pas G4 et As)

102 — Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des ra-

cines de I'unité. Applications.

— [Ihéoreme de Kronecker]

103 — Exemples et applications des notions de sous-groupe distingué et de

groupe quotient.

— [I'héoreme de Frobenius — Zolotarev

— [Lheoreme de Lie — Kolchinl

104 — Groupes finis. Exemples et applications.

— [Sous-groupes finis de SO(3, R)| (en passant vite sur le dénombrement et
en ne faisant pas G4 et As)

— [Table de caracteres de G4

105 — Groupes des permutations d’un ensemble fini. Applications.

— |Décomposition de Bruhat|

— |Table de caracteres de G4l

106 — Groupe linéaire d’'un espace vectoriel de dimension finie F, sous-

groupes de GL(E). Applications.

— [Sous-groupes compacts de G L, (R)|

— [Mhéoréme de Frobenius — Zolotarev]

107 — Représentations et caractéres d’un groupe fini sur un C-espace vec-

toriel.

— |Table de caracteres de G4l

— |Table de caracteres du groupe diedral D,|

108 — Exemples de parties génératrices d’'un groupe. Applications.




— [Générateurs de O(F), SO(E) et Isom(€)| (seulement O(F) et SO(E))
— |Table de caracteres du groupe diedral D,|

109 — Représentations de groupes finis de petit cardinal.

— [Table de caracteres de G4

— [Table de caracteres du groupe diedral D,

120 — Anneau Z/nZ. Applications.

— |Loi de réciprocité quadratique)

— Variante du théoreme des deux carres|

121 — Nombres premiers. Applications.

— |Lo1 de réeciprocité quadratiquel

— heoreme des deux carres|

122 — Anneaux principaux. Applications.

— [Réduction de Frobenius|

— [Ihéoreme des deux carres|

123 — Corps finis. Applications.

— |Loi de réeciprocité quadratiquel

— [I'heoreme de Frobenius — Zolotarevl

124 — Anneau des séries formelles. Applications.

— [I'héoreme de Molienl

— |Partition d’un entier en parts fixées|

125 — Extensions de corps. Exemples et applications.

— [L’héoreme de I’élément primitif|

— [Mhéoréme de Gauss — Wantzell

126 — Exemples d’équations diophantiennes.

— Variante du théoreme des deux carres|

— |Partition d’un entier en parts fixees|

140 — Corps des fractions rationnelles a une indéterminée sur un corps
commutatif. Applications.

— |Loi de réciprocité quadratique)

— |Partition d’un entier en parts fixées|

141 — Polynémes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture.
Exemples et applications.

- [I'heoreme de Kronecker

— [Iheoreme de Gauss — Wantzell

142 — Algebre des polynémes a plusieurs indéterminées. Applications.
— [Ihéoreme de Kronecker]

- [héoreme de Molienl

143 — Résultant. Applications.

— |Loi de réciprocité quadratique)

— Barne de Bézoutl

144 — Racines d’un polyndme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples
et applications.

— |Loi de reciprocite quadratique

— [Mhéoréme de Kronecker

150 — Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.

— [Décomposition de Bruhat)




— [Sous-groupes compacts de G L, (R)|

151 — Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimen-
sion finie). Rang. Exemples et applications.

— [Ihéoreme de Molienl

152 — Déterminant. Exemples et applications.

— [I'héoreme de Frobenius — Zolotarev

— [Borne de Bézoutl

153 — Polynomes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d'un
endomorphisme en dimension finie. Applications.

— [Décomposition de Dunford)

— [Réduction de Frobeniug

154 — Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endo-
morphismes d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications.

- [Reduction de Frobeniusl

— [heoreme de Lie — Kolchin|

155 — Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

— |Décomposition de Dunford|

— |{Un homéomorphisme réalisé par 'exponentielle matricielle|

156 — Exponentielle de matrices. Applications.

— |Un homéomorphisme réalise par ['exponentielle matricielle]

— [Surjectivité de I"'exponentielle matricielle|

157 — Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

— [Décomposition de Dunford|

— [Ihéoreme de Lie — Kolchin|

158 — Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

— |Un_homeéomorphisme réalisé par I"exponentielle matricielle|

159 — Formes linéaires et hyperplans en dimension finie. Exemples et ap-

plications.

" Rédichon de Frobonis

— [I'héoreme de Hahn — Banach géometriquel

160 — Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de

dimension finie).

— |[Un homéomorphisme réalisé par 'exponentielle matricielle|

— |Générateurs de O(F), SO(FE) et Isom(E)| (seulement O(E) et SO(E))

161 — Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Applica-

tions en dimensions 2 et 3.

— [Sous-groupes finis de SO(3, R)| (en passant vite sur le dénombrement et
en ne faisant pas G4 et As)

— |Générateurs de O(FE), SO(FE) et Isom(E)| (seulement O(E) et Isom(&))

162 — Systeémes d’équations linéaires ; opérations, aspects algorithmiques

et conséquences théoriques.

— |Décomposition de Bruhat|

— IMéthode du gradient a pas optimall

170 — Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie.




Orthogonalité, isotropie. Applications.
— |Ellipsoide de John — Loewner|
— ILemme de Morsel
— 171 — Formes quadratiques réelles. Exemples et applications.
— |Ellipsoide de John — Loewner|
— ILemme de Morsel
— 180 — Coniques. Applications.

— 181 — Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité.
Applications.
— [Sous-groupes compacts de G L, (R)|
— |Theoreme de Hahn — Banach géométriquel
— 182 — Applications des nombres complexes en géométrie.
— heoreme de Jordan
— heoreme de Gauss — Wantzell
— 183 — Utilisation des groupes en géométrie.
— [Sous-groupes finis de SO(3, R)| (en passant vite sur le dénombrement et
en ne faisant pas G4 et As)
— 190 — Méthodes combinatoires, probléemes de dénombrement.
— [Sous-groupes finis de SO(3,R)| (en ne faisant pas D,y et S4)
— |Partition d’un entier en parts fixées|

1.2 Analyse

— 201 — Espaces de fonctions : exemples et applications.
— [Lheoreme de Riesz — Fischerl
— |Densité des polynomes orthogonaux|
— 202 — Exemples de parties denses et applications.
— |Densité des polynomes orthogonauxl|
— [heoreme de Bernstein|
— 203 — Utilisation de la notion de compacité.
— |[Ellipsoide de John — Loewner|
— [Ihéoreme de Bernstein|
— 204 — Connexité. Exemples et applications.
— [héoreme de Jordanl
— [Surjectivité de I'exponentielle matricielle|
— 205 — Espaces complets. Exemples et applications.
— [I'héoreme de Riesz — Fischerl
— 206 — Théorémes de point fixe. Exemples et applications.
— [Sous-groupes compacts de G L, (R)]
— |Théoreme de Cauchy — Lipschitz|
— 207 — Prolongement de fonctions. Exemples et applications.




— |Prolongement méromorphe de I

— |Théeoreme d’Abel angulaire et théoreme taubeérien faible]

208 — Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
— [Ihéoreme de Riesz — Fischerl

I ! I Steinhan

209 — Approximation d’une fonction par des polynémes et des polynomes
trigonométriques. Exemples et applications.

— |Densité des polynomes orthogonaux|

— [Ihéoreme de Bernstein|

213 — Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
— [Densité des polynomes orthogonaux]

~ [mégalité isopérimétrique]

214 — Théoreme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites. Exemples
et applications.

- [Lemme de Morsel

— Purjectivite de 'exponentielle matricielle|

215 — Applications différentiables définies sur un ouvert de R™. Exemples
et applications.

— [Lemme de Morsel

— Surjectivite de 'exponentielle matricielle

216 — Etude métrique de courbes. Exemples.

— [I'héoreme de Jordanl

— |Inégalité isopérimétrique]

217 — Sous-variétés de R™. Exemples.

- [Lemme de Morsel

- [heéoreme de Cartan — Von Neumannl

218 — Applications des formules de Taylor.

— IMéthode de Newtonl

— ILemme de Morsel

219 — Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et ap-
plications.

— |Ellipsoide de John — Loewner|

— IMéthode du gradient a pas optimall

220 — Equations différentielles X’ = f(¢, X). Exemples d’étude des solu-
tions en dimension 1 et 2.

— |Théoreme de stabilite de Lyapunov]|

— |Theoreme de Cauchy — Lipschitz|

221 — Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différen-
tielles linéaires. Exemples et applications.

— [Sous-espaces de C(R, C) de dimension finie stables par translations|

— |Théeoreme de stabilite de Lyapunov]|

223 — Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et
applications.

— IMéthode de Newtonl

— |Theoreme d’Abel angulaire et théoreme taubeérien faible]

224 — Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonc-




tions.

— [Méthode de Newton|

— |Partition d’un entier en parts fixées|

226 — Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence
Unt+1 = f(un). Exemples et applications.

— [Méthode du gradient a pas optimall

— [Méthode de Newtonl

228 — Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle.
Exemples et contre-exemples.

- [Methode de Newton|

— heoreme de Bernstein|

229 — Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
— |[Ellipsoide de John — Loewner|

— IMéthode de Newton|

230 — Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou
des sommes partielles des séries numériques. Exemples.

— [Formule sommatoire de Poisson| (avec le corollaire 2)

— |Théeoreme d’Abel angulaire et théoreme taubeérien faible]

232 — Méthodes d’approximation des solutions d’une équation F(X) = 0.
Exemples.

— |Méthode du gradient a pas optimall

— [Méthode de Newton|

234 — Espaces LP;1 < p < 0.

— [Ihéoreme de Riesz — Fischerl

— |Densité des polynomes orthogonaux|

235 — Suites et séries de fonctions intégrables. Exemples et applications.
— heoreme de Riesz — Fischerl

— |Formule d’inversion de Fourier par la convolution|

236 — Illustrer par des exemples quelques méthodes de calculs d’intégrales
de fonctions d’une ou plusieurs variables réelles.

7

239 — Fonctions définies par une intégrale dépendant d’'un parameétre.
Exemples et applications.

7

- [Etude de 1a loi Gammal

240 — Produit de convolution, transformation de Fourier. Applications.
— |[Formule d’inversion de Fourier par la convolution|

— [Densité des polynémes orthogonaux]

241 — Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

— [Ihéoreme de Riesz — Fischerl

— [T'héoreme d’Abel angulaire et théoreme taubérien faible]

243 — Convergence des séries entieres, propriétés de la somme. Exemples
et applications.

— |Partition d’un entier en parts fixées|

— |Theoreme d’Abel angulaire et théoreme taubeérien faible]




244 — Fonctions développables en série entiere, fonctions analytiques. Exemples.
— |Densité des polynomes orthogonaux|

— |Partition d’un entier en parts fixées|

245 — Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.
— [héoreme de Jordanl

— |Prolongement méromorphe de I

246 — Séries de Fourier. Exemples et applications.

— [Formule sommatoire de Poisson| (avec le corollaire 2)

m e T Sionbom

247 — Exemples de problemes d’interversion de limites.

— [Formule sommatoire de Poisson| (avec le corollaire 2)

— |Théoreme d’Abel angulaire et théoreme taubeérien faible]

249 — Suites de variables de Bernoulli indépendantes.

253 — Utilisation de la notion de convexité en analyse.

- |[Ellipsoide de John — Loewner|

— [Théoréme de Hahn — Banach géométrique]

254 — Espaces de Schwartz et distributions tempérées. Transformation de

Fourier dans S(R?) et S'(R?).

— [Formule d’inversion de Fourier| (dans S(R) puis dans S’(R))

— [Formule sommatoire de Poisson| (avec le corollaire 1 et en se placant
dans S(R))

255 — Espaces de Schwartz. Distributions. Dérivation au sens des distri-

butions.

— [Formule d’inversion de Fourier| (dans S(R) puis dans S’(R))

— [Formule sommatoire de Poisson| (avec le corollaire 1 et en se placant
dans S(R))

260 — Espérance, variance et moments d’une variable aléatoire.

261 — Fonction caractéristique et transformée de Laplace d’une variable
aléatoire. Exemples et applications.

262 — Modes de convergence d’une suite de variables aléatoires. Exemples
et applications.

263 — Variables aléatoires a densité. Exemples et applications.
264 — Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.



Chapitre 2

Développements préparés
pour les oraux

2.1 Borne de Bézout

Référence :
— [SP99] page 157 exercice 8.

Théoréme.
Soit k un corps infini et P,Q € k[X,Y] deux polynomes de degrés totauz res-
pectifs d et d’'. On suppose que P et Q sont premiers entre euzx. Alors |V (P) N
V(Q)| < dd', avec V(P) := {(x,y) € k* | P(x,y) = 0}.

Démonstration. Définissons R(X) := Resy (P, Q) et S(Y) := Resx (P, Q). Mon-
trons d’abord que |[V(P)NV(Q)| < +oo.

Si (a,8) € V(P)NV(Q), alors R(a) = 0 et S(8) = 0. Or P et @ sont
premiers entre eux donc les polynémes R et S sont non nuls. On en déduit
V(P) N V(Q)] < deg(R) deg(S).

Montrons que deg(R) < dd’. On commence par écrire

P(X,Y)=> P(X)Y"F et QX,Y)=> QuX)Y'*
k=0 k=0

avec p et ¢ les degrés en Y respectifs de P et Q). On a

degP, <d—-p+k, O0<k<p
degQr<d —q+Fk, 0<k<gq

10



Notons M la matrice de Sylvester de P et () comme polynémes en Y, on a

Py - o e oo By 0 e 0
0 Py -+ v o o B
: . . .0
0 -+ 0 Py v o o o Py
vel@ - @ 0 0
0 Qo - o o Q
: S
0 o o 0 Qo e e Qg

Pour 1 <i<gq,ona

_ ) Pj—i si0<j—i<p
Ml’]_{O sinon

donc pour tout j € {1,...,p+q},deg(M; ;) <d—p+j—i.
De méme, pour g+ 1 <7< p+¢q,ona

Mo — Qj_irq si0<j—i+q<gq
J 0 sinon

donc pour tout j € {1,...,p+¢},deg(M; ;) <d —qg+j—i+qg=d +j—1i.
On applique alors la formule du déterminant :

q p+q
R= Z e(o) H M; o) H M; o3 -
eSS T =1 i=q+1
Rn‘
Or, pour tout o € &,44, on a
q p+q
deg(Ro) <> (d—p+o(i)—i)+ > (d +0(i)—1i)
i=1 i=q+1
p+q
=q(d—p) +pd +Y (i) —i)
i=1
=0

=q(d—p)+ (p—d)d +dd
=(q—d)(d—p)+dd
<dd.

On en déduit que deg(R) < dd’ et, par le méme raisonnement, deg(S) < dd’.
Donc [V(P) NV (Q)| < (dd')%.

11



Nous allons maintenant affiner cette borne. Notons (aq, 81), ..., (o, 5r) les
différents points d’intersection de V(P) et V(Q). Si tous les «; sont distincts
alors, puisque les «; sont racines de R, |[V(P)NV(Q)| = r < deg(R) < dd'. Si ce
n’est pas le cas, on va effectuer un changement de variables pour s’y ramener.

Soit u € k tel que

Vigje{l,...,r}, ai+uB; #o;+up;

Un tel u existe car les droites d’équation y = «; + x8; ont deux a deux au plus
un point d’intersection donc il existe un nombre fini de points dans 'intersection
de deux droites, et k est infini.

Effectuons alors le changement de variables

X' =X+uY
Y'=Y

et notons P(X',Y’") = P(X,Y),Q(X',Y') = Q(X,Y). On a alors

(, B) e V(P)NV(Q) <= P(a,B) =Q(c,3) =0
— Pla+up,B)=Qa+uB,B)=0
— (a+up,p) e V(I:’) N V(Q)

On en déduit

et puisque les a; + uf; sont distincts on peut appliquer la remarque faite précé-
demment qui nous permet de dire

VP)NV(QI=IV(P)NV(Q)| < dd.

2.2 Décomposition de Bruhat

Référence :
— [EGNO7].

Définition. Un drapeau complet d’un espace vectoriel £ de dimension finie n
est une suite {0} = Fy C F} € --- C F,, = E de sous-espaces vectoriels de E
(on a en particulier dim F; = ¢ pour tout ¢).

On notera
— T, Pensemble des matrices triangulaires supérieures de GL, (K);
— P, la matrice de permutation associée a la permutation o ;
— D l’ensemble des drapeaux de K”.

12



Théoréme.
On a
GL,(K) = |_| T.P,Ts.

ceS,

Démonstration. On commence par quelques notations :
— E; ; est la matrice dont tous les coeflicients sont nuls, sauf celui d’indices
N F

—pouri#jet \€eK,T; ;(A\) =1, + AE; ;;

—pourl<i<neta#0D(a)=1I,+(a—-1)E;;.

Pour A € GL,(K), multiplier & droite par T; ;(A) revient & faire I'opération
sur les colonnes Cj <— C; 4+ AC}, et multiplier a gauche revient a faire 'opération
sur les lignes L; <= L; + AL;.

Multiplier & droite par D;(«) revient & faire I’opération sur les colonnes C; «+
aCj, et multiplier & gauche revient a faire 'opération sur les lignes L; < oL;.

Le but est de transformer A en une matrice de permutation par des opéra-
tions élémentaires sur les lignes et les colonnes. On applique pour cela ’algo-
rithme suivant :

Soit 41 le plus grand indice k tel que aj,1 # 0 (qui existe car A est inversible).
J

On effectue les opérations L; < L; — %L,l pour i < iy et C; < Cj — %
1, 11,

pour j > 2. On termine par Cy a_—llCl, de sorte qu’on soit dans la situation
215

0

—
o
o

0
Les opérations effectuées correspondent & des multiplications & gauche ou a
droite par des éléments de Tk.

On prend ensuite 75 le plus grand indice £ tel que a; 2 # 0, on a iz # 1. On
effectue les mémes opérations que précédemment pour annuler les coefficients
de la colonne 2 et de la ligne i3, cela ne modifie pas les éléments de la colonne
1 et de la ligne ;.

En itérant le procédé, on obtient une matrice de permutation P,, ou o est
la permutation qui a k associe i;. On a donc une décomposition A = T1 P, 15,
avec 11,1 € Tj.

Montrons que 'union du théoréme est disjointe. Supposons que 'on ait deux
décompositions T1 P, = P;T5 avec 0 # 7. Il existe alors 4 tel que o(i) < 7(7).
T5(i,4) # 0 car Ty est inversible et, puisque T = P,-1T1 P,,

T2(i’ Z) = Tl(T(i>7U(i)) =0,

ce qui est une contradiction. O

13



Théoreme.
L’action de GL,(K) sur D x D posséde n! orbites.

Démonstration. GL,,(K) agit a gauche sur D de fagon transitive. Le stabili-
sateur du drapeau canonique est T, donc D est en bijection avec le quotient
GL,(K)/Ts et laction de GL,(K) sur D correspond & l'action de GL,(K) sur
GL,(K)/Ts par translation & gauche.

Soit (A, B) € GL,(K)/Ts x GL,(K)/Ts, alors

(A,B) = A(I,,, A"'B)
= A(I,,, T\ P,T»)
= AT\(T] Y, P, Ty)
= AT\ (I,,, P,).

Chaque orbite a donc un élément de la forme (I,,, P,).

Supposons qu'il existe 0,7 € &, tel que (I, P,) et (I,,, P;) soient dans la
méme orbite, i.e. tel qu’il existe A € GL,(K) vérifiant (I,,, P,) = (A, AP;).
Alors A € T et il existe T € Ty tel que AP, = P,T. Par unicité dans la
décomposition de Bruhat, o = 7.

Il y a donc autant d’orbites que de permutations, soit n!. O

2.3 Décomposition de Dunford

Référence :
— [Gou09] page 194.
FE est un espace vectoriel de dimension finie sur K un corps commutatif.

Théoréme.
Soit f € L(E) tel que xy soit scindé sur K. Alors il existe un unique couple
(d,n) d’endomorphismes tel que

(1) d est diagonalisable, n est nilpotente.
(t5) f=d+netdon=mnod.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

Lemme.
Soit f € L(E) et F € K[X] un polynéme annulateur de f unitaire. Soit F =
M7t - M= la décomposition en facteurs irréductibles de F sur K. Pour tout
i, on note N; := ker M (f).
Alors E = @;1 N; et pour tout i, la projection sur N; parallélement a
@D, Nj est un polynome en f.

Démonstration. Le lemme des noyaux donne E = @;_, N;.
Pour tout ¢, notons @; := [] ki M Ja 7, les @Q; sont premiers entre eux dans
leur ensemble. Par lidentité de Bezout, il existe Uy,...,Us € K[X] tels que
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U,Q1+ -+ UsQs = 1.
On note P; :=U,;Q; et p; := P;(f), alors

> pi=1d. (2.1)
i=1
Par ailleurs, pour tout j # ¢, F' divise @;(); donc

Vi, piop; = QQ(f) o Uils(f) = 0. (2.2)

On déduit de H que p; = Zj:l pj op; et de que p; = p?. Les p; sont donc
des projecteurs.
Montrons que pour tout ¢, Imp; = N;. Soit x € E, alors

M (f)(pi(x)) = M7 (f) o Pi(f)(x) = Ui(f) o F(f)(z) = 0,

donc Imp; C N;.
Soit x € N;, alors d’apres x=pi(x) + -+ ps(x) = pi(x) car, pour j # i,
pi(x) =U;(f) o Q;(f)(x) =0 car M divise Q;. On a donc Imp; = N;.
Montrons que ker p; = @#i N;.
On a déja montré que N; C ker p; pour i # j. Soit « € ker p;, alors d’apres
=3, pj(x) doncz € P, Nj.
Les projecteurs p; sont alors bien des polynomes en f. O

Démonstration du théoréme. On commence par montrer I'existence. On écrit
xr=(—1)"TT_, (X — X\;)* et on note N; :=ker(f — X\;)*.

En reprenant les notations du lemme, on a alors que p; est le projecteur sur IV,
parallélement & €9 i INj. Posons

d:= i Aip; et n:i=f—d= i:(f — A\dd)ps,
i=1

i=1

alors d est diagonalisable comme somme d’endomorphismes diagonalisables qui
commutent deux & deux. Par ailleurs, en utilisant p;op; = 0si i # j et p; sinon,

on obtient .

Vg e N*, n? = (f— \ld)p;.
i=1
Siq:=supa;,ona (f—N\Id)ip; = [(X—X;)P](f) = 0 car xs divise (X —);)?P;,
donc n? = 0.
d et n vérifient donc les hypothéses du théoreme.

Montrons désormais 1'unicité : Soit (d',n’) un autre couple vérifiant (i) et
(7). Les endomorphismes d’ et n’ commutent avec d' +n’ = f donc avec d et n
qui sont des polynoémes en f. Ainsi, d et d’ sont diagonalisables dans une méme
base, donc d — d’ est diagonalisable. Or d — d’ = n’ — n est nilpotente, donc
d—d =n"—n=0. O
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Application (Calcul de l'exponentielle matricielle). On suppose K = R ou C.
Soit f € L(FE) admettant une décomposition de Dunford f = d + n. On a
alors

d= szpl et n= Z(f — \ild)p;,
=1
ol les p; sont les projecteurs définis dans la preuve ci-dessus. On en déduit

+ood s s +oo
ST D 3) DE- R 3) DE- 18 prv
p:Op p=0 i= 1p i=1 p= Op i=1

Par ailleurs,

+oo s s a;—1
exp(n Z sz Aild)P (f — /\'Id

p=0 =1 i=1 p=0
On en déduit
s a;—1
: f A Id)P
exp(f) = exp(d) exp(n) = Y e > Pi
i=1 p=0 '

car d et n commutent.

2.4 Densité des polynomes orthogonaux

Référence :

— [BMPO03] page 140.

Soit I un intervalle de R. On appelle fonction poids une fonction w: I — R
mesurable, strictement positive et telle que

Vn € N, / |z|"w(x) dz < +oo.
I

On note L?(I,w) l'espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de
densité w. 1l s’agit d’un espace de Hilbert pour le produit scalaire

w Z/If(x)g(x)w(a:)dx.

Par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt appliqué a la base cano-
nique de R[X], il existe une unique famille échelonnée de polyndmes de norme
1 orthogonaux deux a deux. Cette famille s’appelle la famille des polynémes
orthogonaux associée a la fonction poids w.

Théoréme.
On suppose qu’il existe un réel o > 0 tel que

/ea‘zlw(x) dz < +o0.
I
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Alors les polynémes orthogonaux associés a w forment une base hilbertienne de
L(1,w).

Démonstration. La famille de polynémes orthogonaux associée & w est une base
orthonormale de R[X], il s’agit donc de montrer qu’elle est totale, c’est-a-dire
que son orthogonal est nul. Soit donc f € L2(I,w) telle que pour tout n €
N, [; f(z)z"w(z) dz = 0.

On commence par définir ¢ :  — f(x)w(x)lr(z) sur R. I est de mesure
finie pour wd\ done L?(I,w) C L'(I,w), donc ¢ € L'(I,w). On peut donc
considérer la transformée de Fourier de ¢ :

50 = [ fopuie) do
I
Montrons que ¢ se prolonge sur Q := {z € C | |Sm z| < a/2}. On définit pour
cela g : (z,2) — e f(x)w(z) et F : z — [, g(z,x)dz et on va montrer que F
est holomorphe sur €.
— ¢(z,-) est mesurable pour tout z € Q,

— g(+, x) est holomorphe pour tout z € I,
- Ve el VzeQ,

l9(=,2)] < 2| f(2)|w(z) € L'(1)

car x +— e1*l/2 et f sont dans L?(I,w) donc leur produit est dans L' (I, w).
On peut donc appliquer le théoréme d’holomorphie sous I'intégrale qui prouve
que F' est holomorphe sur €2. De plus, on calcule les dérivées de F' en dérivant
sous l'intégrale, ce qui donne

F®) () = (=) / e f(xyw(x) de,

F™(0) = (fi)”/x"f(z)w(m) dz = 0.

I
Par unicité du développement en série entiere, F' = 0 sur un voisinage de 0, donc
sur 2 par prolongement analytique. On en déduit que ¢ = 0 et donc ¢ = 0 par
injectivité de la transformée de Fourier. Finalement, f = 0 sur I car w > 0. [

Remarque. Donnons un contre-exemple dans le cas ou I’hypotheése du théoreme
n’est pas vérifiée.

On pose I :=10,+o0[ et w:x — a2~ qui est bien une fonction poids. On
pose aussi f : & +— sin(27In(x)) et on va montrer que (f,z™), = 0 pour tout
n € N.

Inx

(f,x™)w = /x” sin(2r Inz)z™ "% dz.
I
On effectue le changement de variables y =Inx :

(n+1)2

(fyx™w = / e(m+y sin(27ry)efy2 dy=e"1 / e (=) sin(27y) dy.
R R
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On effectue alors le changement de variables t = y — "TH :

(f,x™)w = e / et sin(27t+(n+1)m) dt = (—1)”+1e< e / et sin(27t) dt = 0
R R

car I'intégrande est impaire. Donc la famille des polyndémes orthogonaux associée
a w n’est pas totale.

2.5 Ellipsoide de John — Loewner

Référence :
— [EGNO§] page 229.

Théoréeme.
Soit K C R™ un compact d’intérieur non vide. Alors il existe un unique ellip-
soide centré en 0 de volume minimal contenant K.

Démonstration. Un ellipsoide plein centré en 0 admet une équation du type
q(x) <1 ol ¢ est une forme quadratique définie positive.

On note Q (resp. Q4, resp. Q44) l'ensemble des formes quadratiques (resp.
positives, resp. définies positives) de R™ et on pose

& ={xeR"|q(z) <1}

Par théoréme spectral, il existe une base orthonormale B = (ey, ..., e,) dans

laquelle ¢ s’écrit
n n
q(x) = E a;x? avec = E X4,
i=1 i=1

ou a; > 0 car g est définie positive.
On note V; le volume de &, on a

V, = . dxq--- dz,.
Zi*l a2} <1

On effectue le changement de variable xz; = \;T dont le jacobien est L

a1 Gp

on a alors

1 Vo
R Aoy day = ——0
/al “ e an Zn71 x?gl al ... an

ou Vj est le volume de la boule unité euclidienne.
Montrons que a; - - - a,, ne dépend que de g. Soit S la matrice de g dans une
base orthonormée, alors il existe P € GL,(R) telle que

Va

S = Pdiag(ay,...,a,)'P
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et P € O,(R) car les deux bases sont orthonormées. On a donc
det S = detdiag(as,...,a,) =ay---a, =: D(q)

qui ne dépend que de g. On a alors

On doit donc montrer qu’il existe un unique ¢ € Q. tel que D(q) soit
maximal et Vz € K, q(z) < 1.
On munit Q de la norme N définie par

N(q) = ||Slw|l£1 ()]

On cherche & maximiser D sur A := {q € Q4 | Vo € K,q(z) < 1}. Montrons
que A est un compact convexe non vide de Q.
— A est convexe : soit ¢,¢' € A et A € [0,1]. Pour tout = € R™,

(Ag+ (1 =X)¢)(z) = Ag(z) + (1 = V)¢ (x) >0

donc Ag+ (1 —N)¢' € 9.
De plus, si z € K,

Ag(x) + (1 =N () <A+1-A=1

donc Ag+ (1 = N)¢' € A.
— A est fermé : soit (g, )nen une suite de A convergeant dans Q vers ¢. Alors
pour tout z € R™,

la(x) = (@) < N(q = gn) 2|l
donc limy, 400 gn(2) = ¢(x). On en déduit
Ve eR" q(zr)>0 et VeeK, qg(z)<1

donc g € A.

— A est borné : K est d’intérieur non vide donc il existe a € K et r > 0 tels
que B(a,r) C K.
Soit ¢ € A, si ||z]] < r alors a+2 € K donc q(a +z) <1 et g(—a) =
g(a) < 1. Par 'inégalité de Minkowski, on a

Va@) = Vale +a—a) < Vol +a) + Vg(—a) <2

donc ¢(z) < 4.
Silz|| <1,
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— A # & : K est compact donc est borné. Soit M > 0 tel que Vz € K, ||z]| <
M.
Sig(z) := = 1‘2 , alors pour tout z € K, gq(x) <1 donc ¢q € A.
det est continue donc g — D(q) est continue sur A donc atteint son maximum
sur A en ¢q.

lel

A contient x +— qui est définie positive donc D(gg) > 0, donc gop € Q4.
Il existe donc un elhpsmde &g, de volume minimal centré en 0 qui contient K.
Unicité : soit ¢ € A tel que D(q) = D(qo) et ¢ # qo- Soit S et Sy les matrices
respectives de ¢ et go dans la base canonique de R™.
A est convexe donc %(q + qo) € A et on a, par stricte concavité logarithmique
du det sur Q. 4,

D (;(q + q0)> = det (;(S + So)> > (det S)7 (det SO)% = det Sp = D(qo),

ce qui contredit la maximalité de D(qp). O

Détails supplémentaires

Stricte concavité logarithmique du déterminant sur S;"(R) :

Proposition.
Soit A, B € §;Ft(R) distinctes et t € ]0,1[, alors on a
det(tA+ (1 —t)B) > (det A)*(det B)'".

Démonstration. A, B € S;F*(R) donc par pseudo-réduction simultanée, il existe
P e GL,(R) et D =diag(A1,...,\,) avec A; > 0 telles que

A="'"PP et B='PDP.

Alors
det(tA + (1 — t)B) = (det P)*det(tI, + (1 — t)D)
= (det P)? ﬁ(t +(1=t)N\)
et

(det A)*(det B)'~* = (det P)? (HA) _ .

A et B sont distinctes donc il existe ¢, disons ¢ = 1, tel que A; # 1. Alors par
stricte concavité du logarithme on a

In(t+ (1 —£)A1) > (1 — ) In(A;)

et on a l'inégalité large pour les autres valeurs de ¢, donc

Zlnt+ 1—t)\) > (1—t Zln

d’ou le résultat. O
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2.6 Etude de la loi Gamma

Référence :
- [CGCDM11].
Soit a > 0 et A > 0. Soit X une variable aléatoire de loi I'(a, A), de densité

B_Axxa_ll[()7+oo[($).

Calcul de E[X].

]E[X] _ A\® /+oo ef)\mxa dx
L(a) Jo

e
o F(a;) 0 A%\

I'(a+1)

Al'(a)

i
X
Calcul de Var(X).

a

Le méme calcul donne Var(X) = 5.

Calcul de la transformée de Laplace Lx de X.

tX A® e (t—N)z,.a—1
Lx(t) =E[e"] = ) /0 e 7 da

lorsque cette intégrale existe. L’intégrande est intégrable en 0 car e(!=M*zo—1 ~
% laveca—1> —1.

En 400, I'intégrande n’est intégrable que pour t — A < 0, donc Lx est définie
sur |—oo, A[. On a alors, pour ¢t < A, en effectuant le changement de variables

Lx(t) = 5 /%eu el du (ALY
YT T) Sy A=t Ttx—t \A—t) "~

xTr = —1
Calcul de la fonction caractéristique px de X.

_ X _ A” oo (it—N)z,.a—1
ox(t) =E[e""] = () e 2% da.
a) Jo
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Montrons que ¢x peut se prolonger en une fonction holomorphe sur D := {z €
C | R(z) < A}. Pour z € D, on pose

F(z) = A /+<><> eF Nz a1 qp,
I(a) Jo

Appliquons le théoréme d’holomorphie sous l'intégrale pour montrer que F' est
bien définie et holomorphe sur D. On pose g(z, 2) := e(x=Nzza=1 on a alors

— pour tout z € D, g(-, z) est mesurable;

— pour tout z > 0, g(x, -) est holomorphe sur D;

— soit € > 0, pour x >0 et z € D tel que R(2) <A —¢€,0n a

‘g(x7z)| — e(ER(z)—A)mxa—l < e~ T pa—1 c Ll(R+).

On en déduit que F' est bien définie et holomorphe sur D.

D’autre part, pour tout z € D, ®(A—z) > 0, donc on peut définir (A —z)* =
e?108(A=2) ayvec log la détermination principale du logarithme sur C \R_. La
fonction G définie sur D par

)\ a
G =
©=(:2)

prolonge ainsi la fonction Lx sur D.
Finalement, F' et G coincident sur |—oo, A[ donc, par le principe de prolon-
gement analytique, F' = G sur D, d’ou

VtER, px(t) = F(it) = (Afzt>

2.7 Formule d’inversion de Fourier

Référence :
— [QZ06] page 331.
Pour f € L'(R) on définit la transformée de Fourier de f par

f) = [ e oo

Théoréme. .
Soit f € LY(R) NCy(R) telle que f € L*(R), alors pour tout x € R,

_ 1 itr £

Démonstration. Soit € > 0, alors

f(x)

A

et f(t)| < | f(t)| € L*
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donc, d’apres le théoreme de convergence dominée,

T 1 A
— / e f(4)dt = lim — / citre—=” f(¢) dt
2 R e—0 27 R

1 itx—et? p 1 ite—et? / —it
— t)dt = — Hr—e Yy dy | dt
o Re f(t) o Re Re f(y)dy

LU

donc la fonction e e~ f(y) est dans L' pour la mesure produit et d’aprés
le théoréme de Fubini on peut intervertir les intégrales :

i ezta: €t2 /f (/ —it(y—w)e—et2 dt) dy
2m

I(z) = / eTitre=et® gy,
R

Alors 'intégrande est de classe C! selon z, intéZgrable selon t et sa dérivée par
rapport & z est majorée en module par |tje™*t" qui est intégrable. D’aprés le
théoréme de dérivation sous l'intégrale, I est de classe C! et on a

—z'/te_”f’:e_st2 dt
R
— i <[eitmest2] +ZZ’/ efitgcefst2 dt)
2e R R
= —if(x).
On en déduit I(x) = I(0)e” %= . Or
1 2 T
1(0 :/e*”zdt:—/e*f dt:\/>.
(©) R Ve Jr €
Dot I(z) = \/Te” % . On en déduit
1 tz—et? / (- ”)2
= ito— d
27r/e f 271'\/> 4

:F/Re_“ f(z+2yeu)du

par changement de variables y = z + 2y/eu. En appliquant le théoréme de
convergence dominée (car f est bornée) on obtient alors

t g [0 = T [ = s6o)

Or

eit(xfy)efgﬁf(y)‘ dy) dt:/e*m dt/|f(y)|dy<+oo
R R

itz —et?

Posons

I'(x)
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Remarque. Si f € S(R), alors f vérifie les hypotheéses du théoréme. Si l'on
sait que S(R) est stable par transformée de Fourier, on en déduit I'inversion de
Fourier dans S’(R). En effet, si F et F désignent respectivement la transformée
de Fourier et la transformée de Fourier inverse sur S(R), on a, pour ¢ € S(R)
et T € S'(R),

(FoF(T),p) =(T,FoF(p) = (T ¢).

2.8 Formule d’inversion de Fourier par la convo-
lution

Référence :
— [BPO6] page 279.
Pour f € L'(R) on définit la transformée de Fourier de f par

f) = [ e @

On donne aussi la définition d’une approximation de I'unité :

Définition. Une suite (ay,),>1 d’éléments de L' (R) est une approximation de
I'unité si elle vérifie

(i) pour tout n > 1, / a, =1,
R

(i%) sup/ || < 400,
n>1JR

(#91) pour tout € >0,  lim lan| = 0.
n—-+oo [t|>e

On rappelle le théoréme suivant :

Théoreme.
Soit (an)n>1 une approzimation de lunité, p € [1,+o0] et f € LP(R). Alors

Yn>1, fxa,€lP(R) et f*oanf.

Le résultat a démontrer est le suivant :

Théoréme. .
Soit f € LY(R) telle que f € L'(R). Alors pour presque tout x € R,

f@) = 5 / Ft)e dt = o ().

Démonstration. On pose
JEd}
n

1 _
an(x) == 7.0
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et on introduit «, := a,. Montrons que (otn)n>1 est une approximation de
I'unité.

1 lz| .
an(t) = by Re_T_m dz
0
_ i eﬁfitz dz + i e ef%fitm dz
2 —0 2 0

1 [er—itz 0 1 [e—m—ite oo
= — — + -
QW{iit]_oo 2 {izt]

0
1 1 N 1
Com \L it Lt

_n_ 1
ol (nt)?

/Ran(t)dt:%/R%

_1/ du _1
Cor gl
Par ailleurs, pour € > 0,

n de
an(t)dt = f/ -
As|>e © T Jitze 1+ (nt)?
1

_ / du
oo |u|>ne 1+ u?

1 1
T /R ml{lu\zne}(u) du ———0

On a alors

par convergence dominée.
(0tn)n>1 est donc une approximation de l'unité. On a alors

S :/Ran(m—t)f(t)dt

_ /R /]R an (w)e ™M@= duf(t) dt
— /R an(u)e™ e /R f(t)e™ dtdu

par application du théoréme de Fubini, car |a, (u)e™ ==Y f(t)| = |a, (u) f(t)| est
intégrable pour la mesure produit d¢du d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli.
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On en déduit, par parité de a,,
an * f(z) = / an (u)e™® / ft)e ™ dt du
R R
= / an (w)e™ f(u) du.
R

Or |an(u)e™ f(u)| < |f(u)| € LY(R) et lim,_, 4o an(u) = 5 pour tout u. En
appliquant le théoréeme de convergence dominée on a donc

n—-+oo

lim «,* f(z) = %/Rf(u)eiuz du = %f(—x)

Par ailleurs, f € L'(R) et () est une approximation de 1'unité donc lim,, _, | oo ||ty *
Jf—fll1 = 0. D’apres le théoréme de Riesz-Fischer, il existe une sous-suite (c,(y,))

telle que a,(n) * f converge presque partout vers f. Dol f = f(—-) presque
partout. O

Remarque. Si on prend pour convention

£ _ —2imtx
f(t) = / fl@)e 2 do,
lo|

x
n

il faut prendre a,(z) :=¢

2.9 Formule sommatoire de Poisson

Référence :
— [Gou08] page 273.
Pour F € L'(R) on définit la transformée de Fourier de F' par

F(x) ::AF(t)e_Qi””tdt.

Pour f 1-périodique et intégrable sur [0, 1] on définit les coeflicients de Fourier
de f par

1 .
VneZ, cun(f) :z/ f(t)e 2mmt e,
0

Théoréeme.
Soit F € CY(R) telle que F(z) = O (Izll‘”) et F'(x) = O (ﬁ) pour x| = +00
et a > 1. Alors

Vr € R, Z F(x+n)= Z F(n)e?mme,

ne”Z neZ
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Démonstration. On introduit la fonction

f@) =Y F(z+n).

ne”Z

Cette série est normalement convergente sur tout compact de R : soit M > 0
tel que |F(z)] < M(1+ |x])~ pour tout x € R, soit A > 0 et |z| < A, alors A
[F(z+n)| < M(1+ |z +n])~"
<MQA+|n|—|z))™ pour |n| > A
<MA+|n|—A)~>
On prouve de la méme fagon que ), F'(x+n) converge uniformément sur
tout compact de R donc, d’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme,

f est de classe C! sur R.
De plus f est clairement 1-périodique par changement d’indice. On a alors

1
em(f) = / F(t)e 2t g
= /1 Z F(t +n)e 2™t qt
0

nez

1
:E:/)F@+nkﬁmmdu
0

neZ

la permutation étant justifiée par la convergence normale de > F(t+n) sur

[0,1]. Dot

ne”Z

n+1
Cm(f) — Z/ F(u)efm'ﬂ'm(ufn) du

nezZv ™"
:/F(u)e—Ziﬂmudu
R
= F(m).

Finalement, f est de classe C' donc, d’aprés le théoréme de Dirichlet, elle est
égale a sa série de Fourier :

f(ﬂ?) — Z cn(f)e%rmm — Z F(n)e%ﬂ-nz’
nez nez
d’oti le résultat. En particulier, pour z = 0,

Y F(n)=>_ F(n).

nez neEZ
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Remarque. Si F' € S, alors F' vérifie les hypotheses du théoreme.

Corollaire.
Soit N > 0, on pose

N
T,:= Y 0, cSR).
n=—N

Alors la suite (Ty)n converge dans S'(R) vers une distribution 0z qui vérifie
0z, = 0z.

Démonstration. Soit ¢ € S(R). La somme . ¢(n) est bien définie donc

(Tn, ) o (6z, ) == nze:zw(n).

Vérifions que &z est bien une distribution tempérée. Si ¢ € S(R), on a

(02, 0) <D le(n)]

nez
= 3 ne(n) + (0)

nez*

7T2
< Tliellao + lielloo,

avec ||¢|lnp = sup,eg |2"¢®) (). On a donc oz € S’(R). La formule sommatoire
de Poisson nous donne alors

(02, 0) = (02, 2)

Corollaire.
Pour tout s > 0,

Z 6—71"'7,25 — % Ze—#.

nez kEZ

[e3%

Démonstration. Soit o > 0, on pose F' : x — e~ =® Alors F' vérifie les hypo-

theses du théoreme et on a, pour n € Z,

~ . 1 _ 2imnu
F(n) Z/Re_atze_z“mtdt: E/Re_“ze 7 du.
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. 7’ . — 2
Or on montre facilement que la transformée de Fourier de u +— e™" est z +—

2_2
Vme™ ™ donc
. T _ x2n?
F(n)=4/—e "= .
@
On a donc, par la formule sommatoire de Poisson,
2

2 W 2
§ e—an” — 472 e—“JL.
(6]

neZ nez

2.10 Générateurs de O(E), SO(F) et Isom(E)

Références :
— [Cog02];
— [Tau05].

Théoréme (Générateurs de O(FE) et SO(E)).
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n et u € O(FE).
Notons F,, := ker(u — Idg) et p, :=n — dim Fy, la codimension de ’espace des
invariants de u.
(i) L’élément u est exactement la composée de p, réflexions de E.
(i) Siu € SO(E) et sin >3, alors u est la composée de p, renversements de
E et p, est pair.

Démonstration. (i) La proposition est vraie si p,, = 0 car dans ce cas u = Idg.
Supposons que la proposition est vraie pour tout élément v € O(FE) tel
que p, < k et soit u € O(E) tel que p, = k + 1.
Nous allons exhiber une réflexion o telle que pyo, < k pour appliquer
I’hypothese de récurrence.

u #Idg car k+1 > 1donc F, # E et donc F;- # {0}. On consideére alors
a € FX non nul.

La réflexion o := 0,_y(q) de vecteur a — u(a) transforme u(a) en a, i.e.
a € Fyoy. En effet,

(a—wu(a),a+u(a)) = |a]]* - [[u(a)|* = 0,
donc a + u(a) est fixe par o et donc
o(u(a)) = %(U(G +u(a)) —o(a —u(a)))

1
= 5(a+u(a) +a—u(a)

= a.

29



(i)

D’autre part, puisque F), est stable par u, alors Fi- est aussi stable par u
car u € O(E), donc a — u(a) € F;*. On en déduit

F, C {a—u(a)}* =F,,

d’ou
F,®Ra C Fyoy-

On a alors
Poouw =N — dim Fpoyy < n —dim(F, @ Ra) =p, — 1 = k.

En appliquant ’hypothése de récurrence pour o ou, on en déduit que ocowu
est la composée de pyo, réflexions de F, et donc que u est la composée
d’au plus pyoy + 1 = k + 1 réflexions de E.

Montrons maintenant que ce nombre de symétries orthogonales dans la
décomposition de u est optimal. On suppose que u est la composée de ¢
réflexions : u =04, 0--- 00y, avec 1 < ¢ < k+ 1. Alors

ﬂ {aj}l C F,.

1<j<q
Or ﬂ1<j<q{aj}l- = vect(ay, ..., a,)* donc est de dimension > n—gq. Ainsi,
dimF,=n—(k+1)>n—gq,

donc ¢ > k+1. Finalement ¢ = k+ 1, ce qui montre que u est la composée
d’exactement p, + 1 réflexions.

On suppose ici que u € SO(E) \ {Idg}, on a d’aprés ce qui précede que u
est la composée de p, réflexions.

Une réflexion étant une isométrie de déterminant —1, on a det u = (—1)P,
donc p,, est pair.

Si dim F = 3, on a alors p, = 2 et donc u = 01 00y = (—01) 0 (—02) avec
o; une réflexion, donc u est la composée des deux renversements —o et
—09.

Sidim E > 4, montrons que la composée de deux réflexions est la composée
de deux renversements en se ramenant a la dimension 3.

Soit xz,y € E tels que o, # oy, e (z,y) est libre. On note F =
vect({x,y}), on a alors dim F+ =n —2> 2.

Soit z € F+ non nul, en posant G := vect({x,y, z}), on a

G+ c {ZE}J‘ N {y}l‘ donce (O'x)lgL = (O'y)‘GL =Idg,

donc en choisissant une base orthogonale adaptée a la décomposition £ =
G®G™ on obtient que (0,)|¢ et (o)) sont des isométries de déterminant
—1, donc (02)|g © (0y)|c € SO(G).

Or dim G = 3 donc on peut appliquer ce qu’on a fait précédemment pour
conclure.

O
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Théoréme (Générateurs de Isom(&)).
Soit £ un espace affine euclidien de direction E et ¢ une isométrie affine de £.
Alors
— st @ a un point fize, ¢ est exactement la composée de pg réflexions affines,
~ 81 ¢ n'a pas de point fize, p est la composée d’au plus pz + 2 réflexions
affines, et alors pz <n — 1.

Démonstration. Notons p := pg.
— On suppose que @ a un point fixe O, alors

P=010--00p.

En notant s; 'isométrie affine de partie linéaire o; telle que s;(0) = O, s;
est une réflexion et
sp:slo...osp'

— On suppose que ¢ n’a pas de point fixe. Alors on peut écrire ¢ = 7o ou
7 est une translation et ¢ posséde un point fixe. De plus, ¢ = 1/7 donc ¥
s’écrit comme le produit de p réflexions. On conclut en disant que 7 s’écrit
comme le produit de 2 réflexions.

Par ailleurs, ¢ n’a pas de point fixe donc dim Fiz > 1 et donc pg <n — 1.
O

2.11 Inégalité isopérimétrique

Références :

— [EGN12| page 324;

- [QZ06).

Théoréme.
Soit v : [0,1] — C une application de classe C* telle que v(0) = (1), yjo,1| est
injective et v'(t) # 0 pour tout t. Ainsi, T := v([0,1]) est une courbe simple
fermée, on note L sa longueur et S la surface enfermée par I'. Alors
L? > 4xS

et L? = 4xS si et seulement si T est un cercle.

Démonstration. On commence par quelques simplifications.
Montrons que 'on peut se ramener au cas ou |y'(t)| = L pour tout t. Pour
t € [0,1], on définit I'abscisse curviligne de v par

s(t) = / Iy ()] du

et on pose



¢ est de classe C', ¢(0) = 0 et p(1) = 1 et 7/(t) # 0 pour tout ¢ donc ¢
est strictement croissante, il s’agit donc d’un C!-difféomorphisme de [0, 1] dans
[0,1]. On note 4 := v o p~1, alors

() = (@) ()Y (¢ (1)

Y (e~ (®)
Y (e~ )

On a donc |¥/(t)| = L pour tout t. De plus, pour ¢ < u,

A(t) = A(u) <= (e~ (1) = (¢~ (u))
— o Ht)=0et o (u) =1 cary est simple et fermée
<— t=p0)=0et u=¢(l)=1.
Finalement, 7 est une courbe simple fermée de classe C! sur [0, 1], vérifiant
|%(t)] = L pour tout ¢ et de méme support que . On peut donc supposer que
~ vérifie les propriétés de 7.
Par ailleurs, quitte a remplacer 7 par (1 — -), on peut supposer que =y est
positivement orientée.

On peut maintenant prouver le théoreme. Pour calculer S, on utilise la for-
mule de Green-Riemann qui s’écrit, si le domaine A enfermé par - est vue dans

R2,
/A(Zf(x,@—%j(x,y)) dxdy:[yp(%y)dx_,_(ag(x’y)dy.

En particulier, si on prend @ : (z,y) — 5 et P: (z,y) — —%, ona g—g — 33—1; =1

donc

[ [ awv=s5=3 [way-yae= [ (el (1) — ylt)e' (),

ot y(t) = z(t) + iy(t). On en déduit
1 b
S = fIm/ v (t)y(¢) dt.
2 0
Donnons désormais une expression de L?. On a
1
= [P
0

On souhaite maintenant utiliser la formule de Parseval sur 4. Pour cela, re-
marquons, puisque 7(0) = (1), que lon peut prolonger v en une fonction
1-périodique continue de classe C' par morceaux sur R, que ’on note toujours
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~. En appliquant la formule de Parseval & +' (qui est continue sur [0, 1] donc
L?), on obtient alors, si ¢, désignent les coefficients de Fourier,

2= 3 lealy)2 =472 3 n2len () P

neZ neEZ

car ¢, (y) = 2imne, ().
Par ailleurs, la formule de Parseval donne aussi

/0 VDAt = 3 e )en(n) = 2im 3 nlen(1).

nez nez
On en déduit b
1 -
5= L [ 0@ = 7 S nhen)
a neZ
D’ou
L? — 478 = 472 Z:(TL2 - n)|0n('7)|2 > 0.
nez

Par ailleurs, pour tout n différent de 0 et 1, n? —n > 0 donc L? = 479 si et
seulement si ¢, () = 0 pour n différent de 0 et 1, c’est-a-dire si et seulement si

Vit € [O, 1], V(t) = CO('Y) +c (,>/)e2i7rt7

ce qui est une paramétrisation du cercle de centre co(y) et de rayon |ci(y)|. O

2.12 Lemme de Morse

Référence :
— [Rou09] page 354.

Théoréme (Lemme de Morse).
Soit U C R™ un ouvert contenant 0.
Soit f € C3(U,R) telle que :
- Df(0)=0
~ la forme hessienne D?f(0) est non dégénérée de signature (p,n — p).
Alors il existe ¢ : x — u un C*-difféomorphisme entre deuz voisinages de 0 dans
R™ tel que :

- ¢(0)=0
- f(@) = f(0) ZU%—F"--FUZQ,—UI%H — -+ —u2 au voisinage de 0.
Lemme.

Soit Ag € GL,(R) N S, (R).
Alors il eziste un voisinage V de Ag dans S, (R) et ¢ € C1(V,GL,(R)) tels que :

VAeV,  A='¢(A)Ap(4)
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Démonstration. On considére :
o : M,(R) — S,(R)
M—*MAM

¢ est polynomiale donc de classe C*.
Pour H € M,,(R), on a :

oI, + H) —o(I,) ="HAy + AgH +"HAH
="(AoH) + AoH + o (| H))
D’ou :
Dy(I,).H ="(AgH) + AgH
Dy(I,,) est surjective car, pour A € S, (R), on a :

Do(I,). (;A51A> =A

Par ailleurs :
ker Dp(I,) ={H € M,(R) | AoH € A,(R)}

Or M,(R) = S,(R) & A,(R) donc, si on pose F := {H € M,(R) | AgH €
Sp(R)}, on a:
M, (R) = F & ker Dy(I,,)

et I, € F.
Soit ¢ : F' — S, (R) la restriction de ¢ & F. Alors D (I,,) est bijective car :

ker Do(I,) N F = {0} = ker Dy(1,,)

Par le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de I,, dans
F (que 'on peut supposer inclus dans I'ouvert GL,(R)) tel que 1 soit un C*-
difféomorphisme de U sur V := ¢(U).

V est un voisinage ouvert de Ay = ¢(I,,) dans S, (R) et :

VAeV, A= (A)Aw(A)
D’ou le résultat en posant ¢ := ¢~ O

Démonstration du lemme de Morse. La formule de Taylor avec reste intégral a
Pordre 1 s’écrit au voisinage de 0 :

ol Q(x) est la matrice symétrique suivante (quitte & restreindre, on peut sup-
poser U convexe pour que D?f(tx) soit définie) :

Q@) = [ (1= 0D?f(ea)
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et Q est de classe C!.
De plus, Q(0) € GL,(R) N S,(R) donc d’aprés le lemme, il existe M (x) €
GL,(R) avec M de classe C! au voisinage de 0 telle que :

Q(z) ="M (2)Q(0)M (x)

D’ou, en posant y := M (z)z,
f(z) = f(0) = "yQ(0)y

1
Or Q(0) = §D2f(0) est de signature (p,n — p), donc par la loi d’inertie de
Sylvester, il existe A € GL,(R) telle que, si on pose u := A~1y, on ait :

yQ(0)y = "u' AQ(0)Au
:u%+..+u12)_u127+1_._u721
Enfin, z + u = A~'M(2)z a pour différentielle & I'origine A= M (0) € GL, (R)
donc, d’apres le théoréme d’inversion locale, c’est un C!-difféomorphisme entre
deux voisinages de 0 dans R”. O

2.13 Loi de réciprocité quadratique

Référence :
— [Mér06].
Il s’agit ici de démontrer la loi de réciprocité quadratique :

Théoréme.
Si p et q sont deux nombres premiers impairs distincts, alors

(©)-cov=(3)

On commence par deux résultats préliminaires.

Définition. Soit A un anneau commutatif. On appelle polynéme de Laurent
toute fraction rationnelle de la forme ., a; X* € A(X) telle que les a; € A

soient presque tous nuls. Les polyndémes de Laurent forment un sous-anneau de
A(X).

Proposition.
Tout polynéme de Laurent de la forme P :=Y . a; X" avec a_; = a; pour tout
i et a, # 0 s’écrit de maniére unique sous la forme Q(X + &) avec Q € A[X]
de degré n.

Démonstration. Si Q =by + b1 X + -+ + b, X™ avec b, # 0, alors Q(X + %) =
bp X"+ +b,X" ou les mondémes dans les - - - ont un exposant compris entre
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—(n—1) et n— 1. On en déduit que si @ est non nul, alors Q(X + +) aussi, ce
qui montre I'unicité de Q.
Montrons 'existence de ) par récurrence sur n.

Si P = ag, @ := ag convient.

Supposons le résultat connu pour des polynémes de Laurent faisant intervenir
des exposants compris entre —(n — 1) et n — 1. Soit P := Y a; X" avec
a_; = a; et a, # 0. Le polynéme de Laurent P — a,, (X + %)" a des coefficients
symétriques donc, par hypothése de récurrence, il existe R € A[X] de degré
inférieur & n — 1 tel que P — an(X + %)" = R(X + %) Le polyndome Q :=

R+ a, X" vérifie P = Q(X + +) et est de degré n. O
Proposition.
Pour p un nombre premier impair, on note V,, € Z[X] le polynéme de degré prl

tel que
1 e .
Vp(X+X> = ZIX.
i=—Fp=

Son existence et son unicité sont garanties par la proposition précédente.
Si q est un autre nombre premier impair distinct de p, alors

(%) = restvy v

Démonstration. Montrons que ces deux quantités sont congrues modulo p. Pour
cela, établissons d’abord que V,, est congru & (X — 2)}72;1 modulo p.

V, étant unitaire, un représentant V), de la classe de V,, dans Fp,[X] est un
polynéme unitaire de degré %. Pour montrer que V, = (X — 2)%, il suffit
de montrer que si K est un corps de décomposition de V,, sur [F),, alors 2 est
I'unique racine de V), dans K.

Soit x € K tel que V,(z) = 0. Dans une certaine extension L de K, il existe ¢

tel que x = ¢ + % (¢ vérifie (2 — 2¢ +1 =0). On a alors

Ho =T (c+1) - X ¢-o

D’ou
p—1 p
D=0 et > (=0,
=0 =1

d’ot1 ¢? — 1 =0. On en déduit (( —1)?» =0 et donc ( =1 et x = 2.
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La réduction modulo p de Res(V,, V) donne

Res(V}, Vy) = Res(V;, Vo)
~ )

= q 2
-9
p
dans IF,.

Il reste & montrer que Res(V,, V;) est égal & £1. Pour cela, il suffit de montrer

que pour tout nombre premier [, [ ne divise pas Res(V), V,), c’est-a-dire que V,
et V; n’ont pas de racine commune dans une extension finie K de [F;.
Soit x € K une racine commune de V), et V, dans K. Comme précédemment,
on peut écrire z = ( + % avec ¢ appartenant a une extension L de K. V,(z) =0
donc (P =1 et Vy(z) = 0 donc (¢ = 1. Or p et ¢ sont premiers entre eux donc
¢ = 1. Quitte a échanger les roles de p et g, on peut supposer que p # [, on a
alors

dans [F;. O

p—1

Par la formule Res(V,, V) = (—I)qu;lRes(V;,, Vg), on en déduit la loi de
réciprocité quadratique.

2.14 Méthode de Newton

Référence :

- [Rou09].

Soit f : [¢,d] — R, ¢ < d, une fonction de classe C? telle que f(c) < 0 < f(d)
et f/(z) > 0 pour tout = € [c,d].

Ces hypothéses entrainent qu’il existe un unique a € J¢, d[ tel que f(a) = 0.
Le but est d’approcher a. On définit

F:lc,d —R

f(z)
f'(x)

TH—— T —

et, pour xg € [¢,d], on pose Zp41 := F ().

Proposition.
Il existe o > 0 tel que si xg € [a — o, a + o, la suite (x)nen converge de fagon
quadratique vers a, i.e. il existe C' > 0 tel que

Vn €N, |zn41—al <Clz, —al?.
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Démonstration. On a

F(a)=a et F'(a)=1-

f'(a)?
Pour z € [¢,d], on a
F(l’)a—an
@)= f@)— (a—0)f ()
f'(x) '

En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2, il existe z, entre a et
x tel que

F(z)—a= L) (z —a)?

T2 @)
En posant
~ maxpq |f”]
T 2ming g | f]
on a alors

Vr € [¢,d], |F(z)—al <Clz—al?

Soit désormais « > 0 tel que Ca < 1 et I :=[a— a,a+ a] C [¢,d]. Alors pour
xzel,
|F(z) —a| < Ca® < a,

d’ou F(I) C I.
Si zg € I, on en déduit que z,, € I pour tout n et

|Tnt1 — a‘ = ‘F(xn) - al < Clzy, — a‘|27

d’ou
Clan —al < (Clao — a)?" < (Ca)?
et donc le résultat voulu, puisque Ca < 1. O
Proposition.

On suppose de plus que [ > 0. Alors
— I :=a,d] est stable par F,
- pour xg € I, la suite (x,)nen est strictement décroissante ou constante,
converge vers a, et

Tpy1 — @~ %’},((Z)) (vn —a)? sizo>a.

{ Vn>0, 0<z,41—a<C(z,—a)?

Démonstration. Remarquons d’abord que si z¢ = a, alors (z,,), est constante.
On suppose dorénavant xy > a.
Montrons d’abord que I est stable par F'.
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Pour z € Ja,d], f'(x) > 0 et f(z) >0 donc F(z) < z.
De plus, f” > 0 donc

1 f//(zz)
2 f'(x)
On obtient donc que I est stable par F' et que pour tout n, a < z, < d et

(zn)n est strictement décroissante. (), admet donc une limite I € I et, par
continuité, F(I) =1 donc | = a. Alors on montre de méme que ci-dessus que

F(z)—a= (z —a)® > 0.

Vn >0, Oﬁxn+1—a§0(zn—a)2,

d’ot la convergence quadratique de (z,,) vers a.
Finalement, en posant z, := 2z,,, on a

Toy1 —a 1 f"(zn) f"(a)
(Tn —a)2 2 f'(z,) notoo ['(a)
car a < z, < x, donc lim,_, 4 2, = a. O

2.15 Méthode du gradient a pas optimal

Références :

— [RWM10] page 412;

— [EGNO§] page 139.

Pour A € S (R) et b € R™ on définit

R —R
1
xr — §(Aaz,m) — (b, x).

On a
fle+h)— f(x) = (Ax —b,h) + (Ah, h)

car A est symétrique, d’on Vf(xz) = Az — b. Résoudre Ax = b revient donc &
trouver 'unique point critique = de f, qui est alors un minimum global strict
de f car (Ah,h) > 0 pour tout h # 0.
On définit alors 'algorithme du gradient a pas optimal :
— on prend zy € R,
— pour k € N, on pose zy11 = z) + tpdg avec d := —V f(xg) = b — Axy et
ty Punique réel positif minimisant ¢ — f(xy + tdg).

Théoréme.
La suite (zy)ren ainsi définie converge vers .

Démonstration. Dans toute la preuve on notera || || 4 la norme issue du produit
scalaire (x,y) — (Az,y). On supposera aussi dj, # 0 pour tout k (sinon la suite
(zk)ken est stationnaire en ).
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On commence par donner ’expression de t :

t2
flap +tdy) = flzx) + 5 (Ady, di) + t(Azk — b, di)
qui est un polynéme du second degré en ¢, donc

A
]

On a
@rt1 — Zl% = llak + trdi — ZI% = llak — 205 + tilldellh + 2tk (A(zr — 2), di).
Or A(zy, —x) = Az — b = —di, donc

ldell® — lldell*
Il Nkl
]| *
eI

k1 = 2% = o — 2% +

= o — 2% —

On en déduit

[T Nkl b il
[ l[dil% lzr — 1%
B lldel*
il A= 1%
B [kl
il % Nk 1% -2

=1
=1

On dispose alors du lemme suivant :

Lemme (Inégalité de Kantorovitch).
Soit A € STT(R) de valeurs propres Ay < -+ < \,. Alors

ol o, Aiha

vz € R™\ {0}, > )
MO ERRES 24 s

On en déduit

_ AL, _
o = ol < (1= 4520505 ) o — ol

A=A’ o
o) e -7l

1 —Cond(A) 2||x 3
1+ Cond(A) koA
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avec Cond(A) = i‘\—’; > 1. Or pour tout z, A [|z|* < (Az,z) = |z]|% < \ullz]?,

d’ou .
_ 1 — Cond(A) _
|| < | —————F— Cond(4 — |
I~ 1 = (15 gy ) VoMo —
O
Démonstration de l’inégalité de Kantorovitch. 1l suffit de montrer I'inégalité pour
llz|| = 1, ce que on suppose désormais.

A est symétrique donc il existe une base (ey,...,e,) orthonormale de vec-
teurs propres de A. Pour x = ) x;e;, on a alors

n

1
(Az, ) (A 2, 2) = Z \iw? Z )\—xf

i=1 i=1

car ab < (a+1b)% L’étude de la fonction f :  — ©+ %" montre qu’elle admet

un maximum en A; et en A, sur [A\, \,], et ona f(A)=f(A,) =1+ i‘\—*{, on a

donc
Mo A ’
1
lelillel < 45 (Z (1 + A) x)

1=

2.16 Partition d’un entier en parts fixées

Référence :
— [FGNO9D] page 194.

Théoréme.
Soit ay,...,ar € N* premiers entre eux dans leur ensemble.
Pour n € N, on pose

un:Card{(xl,...,xk)eNk|a1x1+...+akxk:n}.

Alors
k—1

ay---ap (k—1)!

Up, ~~
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Démonstration. On pose, lorsque cela a un sens,
“+ o0
n=0

Pour tout ¢ € {1,...,k}, la série entiére Z.meN 2%1% a un rayon de conver-
gence 1, donc le produit de Cauchy de ces k séries entiéres a un rayon de conver-
gence > 1. Or, pour tout |z] < 1,

H (f z> = ij > 2" = f(2).

i=1 \z;=0 n=0 (xl,-n,wk)ENk
a1x1+ - tagrr=n

D’ot, pour tout |z] < 1,

k

=T

i=1

f est donc une fraction rationnelle de poles les racines a;-iémes de I'unité.
Le pdle 1 est de multiplicité k et tous les autres sont de multiplicité strictement
inférieure a k. En effet, d’une part les polynémes 1 — z% sont a racines simples
et d’autre part, d’apres le théoréeme de Bezout, il existe uq,...,u; tels que
Zle a;u; = 1. Alors si w est tel que w? = ... =w% =1,0n a

On note wy, ... ,wp les poles de f avec wy = 1. Alors par décomposition de f
en éléments simples, il existe, pour 1 <i<pet 1 <j<k—1,¢;€CetacC
tels que pour tout |z| < 1,

o « Cij
f(z) = A—2)F + Z (w0 —2)°
1<i<p
1<j<k-1

1
(w—2z)7

en dérivant j — 1 fois la décomposition en série entiere de wiz. On a

Or les coefficients de décomposition en série entiere de s’obtiennent

111 _*f "
w—2z wl-— _n:Ow"Jrl’

£
w

d’ou

G- f n! Znitl

(w—2)J W (n—j+1)! wntl’
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i.e.

On en déduit

_ (n+k-1 n+j—1\ _,_;
un—a< n )+ Z c”< n )w .

1<i<p
1<G<k~1

Le premier terme est équivalent a % et les autres termes sont négligeables

devant n*~t, d’ou
k-1
(k—1)

Il ne reste plus qu’a calculer a. Pour cela, on multiplie f(z) par (1 — 2)* et
on fait tendre z vers 1 :

Up ~

k

k
1—2z 1
1—-2)kf(z) =] =
( 2)" f(2) 1 — s Hl—l—z—l—----i—za"*l’

i=1 =1

d’ou

o= ——
a; - ag

et on obtient bien le résultat voulu. O

Remarque. On peut aussi remplacer toutes les séries entieéres par des séries
formelles, ¢a permet de placer ce développement dans des lecons d’algebre.

2.17 Prolongement méromorphe de I'

Référence :
- |QZ06|] page 314.
On définit la fonction T sur Pouvert Q := {z € C | Rez > 0} par

+oo
I(z) = / t*~ et dt.
0

Théoréme.
La fonction T’ se prolonge en une fonction méromorphe sur C dont les poles sont
simples en —n,n € N, et n’admettant pas de zéro.

Démonstration. On désire appliquer le théoréme d’holomorphie sous l'intégrale
pour montrer que I' est holomorphe sur €. D’une part, z — t*"te~* est holo-
morphe sur 2. D’autre part, on a [t*“le~f| = tR¢*~le~* pour ¢t > 0, donc si
Rez € [e, M] avec M > ¢ > 0, alors pour ¢ € |0, 1],

[t L™t <t temt € LY([0,1])
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et pour ¢ € [1,4+00],
[ttt < tMe™t € LY([1, 400|)

donc on peut bien appliquer le théoréeme d’holomorphie sous I'intégrale.

Par intégration par parties, on obtient la relation I'(z + 1) = zI'(z) pour
z € Q. En posant I'(z) = @, on peut prolonger de proche en proche la
fonction I' en une fonction méromorphe sur C. Pour établir les propriétés du
théoreme, nous allons montrer que I se prolonge en une fonction F' méromorphe
qui s’écrit sous la forme F(z) = % avec G holomorphe.

Lemme.
Pour z € Q,

n*n!

Démonstration. On considere la suite de fonctions

Fn(t) = Ljo,n((t) (1 - t>ntz—1.

n

(fn) converge simplement vers la fonction f(t) := 1jo 1ooje”"t*~!. Par ailleurs,

1-— ~w» donc

|fn(t)| < 1]O,n[(t) (6_%) tRez—1 < 1]07+m[(t)€_ttRe'z—1.

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée et on en déduit

“+o0 n t n
F(z):/ t*"le7tdt = lim =1 (1—) dt.
0 0 n

1<
=<

n—-+o0o
On effectue le changement de variables t = ns dans 'intégrale :
1
I'(z) = lim n’z/ 711 —s)"ds = lim n®I,(2).
n—-+o0o 0 n—-+oo
Montrons par récurrence que, pour z € €2,

n!
In(z) =

zZ(z+ 1) (z4n)

C’est vrai pour n = (. Par ailleurs,

1
Inii(z) = / sH(1—s)" T ds

1
—{ 15"“} +n+ sz(lfs)"ds
0
n+1
= I.(z2+1)
(n+1)!

20z+1)- - (z+n+1)
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Posons, pour z € Cet n € N,

2(z41)---(24n) et G(z):= lim G,(z).

Gn(z) = (n+1)*n! n——+oo

On a, pour z € Q tel que I'(2) # 0, ﬁz) = G(z). Montrons que G est bien
définie sur C et que G est analytique. Pour cela, nous allons montrer que G est

limite uniforme de fonctions holomorphes sur tout disque borné.
On a

n

k=1

k=1

donc . .
Gn(z) =2 H (1 + %) e H gx(2)
k=1 k=1

ou chaque gj est holomorphe sur C.
Soit R > 0 et |z] < R. Pour n > R on écrit

Gn(z) ==z H 9k (2) H gr(2).

1<k<R R<k<n
Pour k > Rona % < 1 donc on peut écrire gi(z) = exp (Log (1 + %) —zln (1 + %)),
d’ou
- 1
Gn(z) =z H gr(2) | exp Z <Log (1 + %) —zln (1 + k>)
1<k<R k=|R|+1

Or

Log (1+%> zln<1+]1€>‘ < k%
pour k > R par développement limité, donc la série ci-dessus converge unifor-
mément sur D(0, R) vers une fonction holomorphe, il en est donc de méme de
(Grn). R étant arbitraire, cela prouve que G est holomorphe sur C. De plus,
G(z) =z HZS gr(2) et le produit convergent HZS gk a pour zéros les zéros des
gk, c’est-a-dire les —k pour k € N*. On en déduit que la fonction F'(z) := %
est méromorphe sur C, sans zéros, et dont les pdles sont simples en les —n pour
n € N.

Par ailleurs,
n*n!

Fz) = ngﬂr—loo 2(z+ 1) (24+n)

donc F' coincide avec I' sur €2, F' est donc le prolongement méromorphe de T’
sur C. O

45



2.18 Réduction de Frobenius

Référence :
— [Gou09] page 290.

Théoréme.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit u € L(E).
Alors il existe une suite Fi, ..., F,. de sous-espaces vectoriels de E non réduits
a {0} et stables par u telle que :

(i) E=F&...®F,
(i) Vi€ {1,...,r},u; := ujp, est un endomorphisme cyclique

(iii) si P; désigne le polynome minimal de u;, on a :
Vi € {1,...,7"—1}7Pi+1 ‘ P;

La suite de polynémes Py, ..., P, ne dépend que de u. On lappelle suite des
tnvariants de similitude de u.
On a alors Uexistence d’une base B de E telle que

C(P) 0
Matp(u) =
0 C(F)

ot C(P;) désigne la matrice compagnon de P;.
OnaP=m, et P... P = xyu.

Lemme.
Soit u € L(E) un endomorphisme cyclique.
Alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est égale a C(m,).

Démonstration. 1l existe x € E tel que (z,u(x),...,u" *(z)) soit une base de
E. On en déduit que 7, le polyndme minimal de u, est de degré n (il est de
degré au plus n par Cayley-Hamilton).

Simy=X"4+a, 1 X" ' 4+...+ag, onaalors u"(z) = —a,_1u" " (x)—...—apx
car 7, annule w. O

Démonstration du théoréme. La forme matricielle obtenue se déduit immédia-
tement du lemme.
— Existence : soit k = deg(m,), soit © € E.
On note P, le polyndéme unitaire engeandrant ’idéal :

{PeK[X]/ P(u)(z) = 0}
et
E, = {P(u)(z) / P € K[X]}.
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Soit x € E tel que P, = m, (une preuve de l'existence d’un tel z est
donnée en fin de document).
Le sous-espace vectoriel F' := FE, est de dimension k et est stable par u.
On pose :

e1 =x,e9 = u(x),..., ep = uF"(x).

Alors (eq,...,ex) forme une base de F' car deg(P,) = k (plus de détails
sont donnés en fin de document).

On compléte (eq,...,ex) en une base (e1,...,e,) et on considére la base
duale (ej,...,e).

On note G = I'° ou I' = vect({ w'(e}),i € N}) (orthogonal vis-a-vis du
dual).

G est un sev de E stable par u car I' est stable par ‘.

Montrons F & G = E :

- FnG={0}:
On remarque que 'on a, pour i + j < k,
(fu'(er), e5) = (ek, u'(e;)) (2.3)
= (€, €itj)
= it k-

Donc siy € FNG, (wi(e}),y) =e;_;(y) =0 pour 0 <i<k—1, donc
y=0.

—dimF +dimG =n:

On a 74, = 7, donc dimI" < k (on peut aussi dire que (id,u, ..., u")
est liée donc (e}, fu(e}),. .., wk(e})) aussi), donc dim G = n — dimT >
n—k.

D’ou dim F' + dim G > n, d’ou le résultat.

On note P le polynéme minimal de ux (7, = P, = P1) et P, le polynome
minimal de u|g, on a P | P; car P| = 7.
Puis on recommence sur uq.

Unicité : soient Fy,...,F,. et Gy,...,G vérifiant les hypotheses du théo-
reme.
On note P; = Tuyp, et Q; = Tuyg, -

Supposons (Py,...,P.) #(Q1,...,Qs).
On note p = inf{i, P; # Q;}, p existe car }_, deg(F;) = n = 3_; deg(Q;)
et des(P,), deg(Q;) # 0.

Pp(u)(E) = Bp(u)(F1) @ ... & Bp(u)(Fp-1)

car E=F1 ®...8 F, et P,(u)(F)) =0 pour k > p et les F; sont stables
par u.
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Or
Py(u)(E) = Pp(u)(G1) @ ... & Py(u)(Gs)

et
dim P, (u)(F;) = dim Py(u)(G;) pour 1 <i<p-—1

car d’apres le lemme, il existe B; et B; telles que Matg, (u|r,) = Matg (u|g,).
D’ou :
0 =dim P,(u)(Gp) = ... = dim P, (u)(Gs)

D’ou Q) | Py, donc Q, = P, par symétrie.

Détails supplémentaires

Proposition.
Si k= deg(my), Ly = { (u ) | P € K[X]} est un sev de L(E) de dimension k,

dont une base est (Idg,u, uF=1).

Sil = deg(P. ) est un sev de E de dimension 1, dont une base est
(x,...,ul"1(2)).
Démonstration.

¢ : K[X] — L(F)
P+ P(u)

est linéaire, Im ¢ = L,,.

kerp = {P € K[X] / P(u) =0} = (m,)

Donc
Lo, = K[X]/(mu)

dont une base est (1, X,..., X*1)
Idem avec

¢:KX]— F
P+ P(u)(x)

Proposition.
1l existe x € E tel que P, = .

Démonstration. Soit m, = Q7" ... Q;" avec Q; irréductible unitaire, o; > 0.
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soit ¢ € {1,...,1}, soit R tel que m, = Q" R.

0 =my(u) = Q7" (u) o R(u)

Donc
Im R(u) C ker Q7 (u)
Si
Im R(u) C ker Q5! (u)
alors

Q" H(u) o R(u) =0

donc 7, | Q¥ 'R, or deg Q¥ 'R < degm,, donc il existe a; € Im R(u)
tel que Q' (u)(a;) # 0.

Mais Q% (u)(a;) = 0 donc P,, | Q% donc P,, = Q% car P,, J Q¥ ' et
Q; est irréductible.

En résumé, pour 1 < ¢ <[, il existe a; € E tel que P,, = Q.

Montrons que :
P.ANPy=1= P, =PF,P,

On a
PoPy(u)(z +y) = PoPy(u)(2) + PoPy(u)(y) =0

Donc Pyiy | PpPy.
D’autre part,

Poty(u)(y) = =Poty(u)(z)
Donc
Py Pyyy(u)(y) = =Py Pogy(u)(z) =0

Donc P, | PyPyty et Py APy =1donc P, | Pyiy.
De méme, P, | P4, donc P, P, | Pyt car P, AP, = 1.
Dot PP, = Pyyy.

Alors pour 1 < ¢ <1, il existe a; tel que P,, = Q5" et Q5 A Q?j =1 pour
i # j, donc :

P,
dlai
i=1

Pai:ﬂ—u

l
=1
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2.19 Sous-espaces de C(R,C) de dimension finie
stables par translations

Référence :
— |Lei99b] page 92.

Théoréme.
Soit F' un sous-espace vectoriel de C(R,C) de dimension finie. Pour a € R, on
définit 7, : f — f(- — a) endomorphisme de C(R,C).
Alors F' est stable par tous les endomorphismes 74,a € R et de dimension
n si et seulement si F' est ’espace des solutions d’une équation différentielle
linéaire homogéne d’ordre n a coefficients constants.

Démonstration. Si F est 'espace des solutions d’une équation différentielle 1i-
néaire homogene d’ordre n a coefficients constants, alors F' est un sous-espace
vectoriel de C(R,C) de dimension n d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz
linéaire. De plus, un tel espace est bien stable par translations.

Supposons désormais que F' est stable par translations. On commence par
montrer que F C C* (R, C).

Soit (f1,..., fn) une basede F. Poura € Reti € {1,...,n},onar_,f; € F

donc il existe des scalaires A; 1(a), ..., A\in(a) tels que
VzeR, fi(z Z Aok (2.4)
Pour z € R, on note Fy(z fo frx(t) dt. En intégrant [2.4) on a

/ fzt‘i‘& :zn:A,
k=1

d’ou

Fi(z+a) = Fi(a) =Y _ Xix(a) Fi(x
k=1

Les f; sont linéairement indépendants donc les F; aussi. On dispose alors du
lemme suivant :

Lemme.
Soit hy,...,hy, des fonctions de R dans C linéairement indépendantes. Alors il
existe des réels x1,. .., x, tels que la matrice (hi(x;))1<i j<n SOit inversible.
Soit donc z1,...,z, € R tels que A := (F;(x;))1<i,j<n soit inversible. Par

la relation F;(x; +a) Fy(a) = > 1_; Nik(a)Fy(z;), on obtient B(a) = A(a)A
avee B(a) i= (Fi(w; +a) — Fi(a))1<ij<n ot A(a) i (Aiy(@))i<ijcn.

On a donc A(a) = B(a)A™! pour tout a € R. Les f; sont continues donc
les F; sont de classe C! et donc I'application a +— B(a) aussi. On en déduit que
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a — A(a) est de classe C' et donc que les \; ; sont de classe C'. En prenant

z = 0 dans on a
fila) = ZAi,k(a)fk(O)

k=1

donc les f; sont de classe C'. Par récurrence, on en déduit que les f; sont de
classe C*°, donc F' C C*(R,C).
En dérivant par rapport & a en 0, on a, pour tout x € R,

f@) = X (0) fi(a).
k=1

On en déduit f! € F pour tout i, i.e. F' est stable par I’endomorphisme D de
dérivation.

Soit u le polynéme minimal de Djp, on note d := degp (d < n). On a F C
ker (D), or d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, ker u(D) est un
sous-espace de C(R,C) de dimension d, on doit donc avoir d = n et donc F =
ker (D). O

Démonstration du lemme. On note K := vect(hq,...,hy) et, pour z € R, §, la
forme linéaire f — f(z) sur K. Soit I := {J, | z € R} et G := vect(T') C K*.
On a G° =T° = {0}, donc G = K*.

On en déduit que I" engendre K*, et donc qu’il existe z1,...,xz, € R tels
que (0zy,--.,0z,) soit une base de K*. La matrice de passage de la base duale
des h; a la base des 0., est (h;*(0x,))1<ij<n, OF hi*(0z;) = 0z, (hs) = hi(xy),
d’ou le résultat. O

2.20 Sous-groupes compacts de GL,(R)

Référence :
— [Ale99] pages 141 et 160.

Théoréme.
Tout sous-groupe compact de GL,(R) est conjugué d sous-groupe de On(R).

Lemme.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, K un convere compact de E
et H un sous-groupe compact de GL(E).
St K est stable par H, alors il existe a € K fixé par tous les éléments de H.

Démonstration. Soit || - || une norme euclidienne sur E. Pour x € F, on définit

N(w) := sup fJu(z)]| = max [u()]
u

I’existence du maximum étant garantie par compacité de H.
Alors N est une norme sur F :
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— 8i N(z) =0, on a [lidg(z)|| = 0, dot = = 0.
— N(\z) = |A\|N(x).
— Finalement,
N(z +y) = max||u(z +y)|
<
< max([lu(z)] + [lu(y)])
<
< max [lu(x)] + max Ju(y) |l

= N(z)+ N(y).

De plus, N est invariante par H : N(v(z)) = N(x) pour tout v € H car u — uov
est une bijection de H.

Enfin, montrons que N est une norme strictement convexe.

Soit z,y € F tels que N(z +y) = N(z)+ N(y). Soit ug € H tel que N(z+y) =
lluo(z 4+ v)||. On a alors

N(z +y) = [luo(x) + uo()l < fluo (@)l + lluo(y)ll < N(z) + N(y) = N(z +y),

d’ott |lug(x) + uo(y)|| = |luo(x)|| + ||uo(y)|| et donc ug(z) et ug(y) sont positive-
ment liés car || - || est une norme euclidienne, il en est donc de méme de x et y
par linéarité et inversibilité de wuy.

K étant compact, il existe a € K de norme minimale pour N. De plus, a est
unique. En effet, si a’ est de norme minimale pour IV, alors %‘ll € K car K est

convexe et
N < N (0) < MO

2

donc a et a’ sont positivement liés donc égaux car de méme norme.
Pour v € H on a v(a) € K car K est stable par H et N(v(a)) = N(a) donc
v(a) = a, ce qui montre que a est fixe par tous les éléments de H. O

Démonstration du théoréme. Soit G un sous-groupe compact de GL,(R). Alors
G agit sur I'espace E des matrices symétriques par congruence, ce qui définit
I’antimorphisme suivant :
p:G— GL(E)
Av— (pa: S+ 'ASA)

Cet antimorphisme est de plus continu, donc le groupe H := p(G) est un sous-
groupe compact de GL(E).

Par ailleurs, l'orbite de I,,, qui est ensemble & := {!MM | M e G},
est un compact de E donc son enveloppe convexe K est compacte d’apres le

théoréme de Carathéodory. De plus € C S T(R) et S;F T (R) est convexe donc
K C 8T (R). Enfin, K est stable par H :

pa('MM) = (MA)(MA) € &

et les éléments de K sont combinaisons linéaires d’éléments de £.
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On peut donc appliquer le lemme : il existe S € S;7T(R) fixé par tous les
éléments de H, i.e. 'YASA = S pour tout A € G. G est donc contenu dans le
groupe orthogonal de la forme quadratique associée a S, et donc G est conjugué
a un sous-groupe de O, (R). O

Détails supplémentaires

Proposition.
Soit q une forme quadratique associée a S € S;1(R).
Si G C O(q), alors G est conjugué a un sous-groupe de O, (R).

Démonstration. S € S+ (R) donc il existe T € ST (R) tel que S = T2,
Alors, pour A € G,

S ="'ASA
T? = 'AT?A
I, = (T7VIAT)(TAT™Y)

I, = YTAT )Y (TAT™)

Dot TAT~! € O, (R). O

2.21 Sous-groupes finis de SO(3,R)

Références :
— [Ulm12] page 138;
— [RWM10].

Théoréme.
Tout sous-groupe fini de SO(3) est isomorphe 4 l'un des groupes suivants :
Z/nZ,Dn,QL4,64,Ql5.

Démonstration. Soit G un tel groupe d’ordre n > 2, G agit sur S2. Un élément
de G\ {id} est une rotation axiale donc posséde 2 points fixes pour cette action,
appelés poles. On note X Pensemble des pdles d’éléments de G \ {id}, on a
2<|X|<2(n-1).
X est stable par G car si x est un pdle de g, alors h(z) est un pole de hgh~!.
Par ailleurs, si # € X, le stabilisateur G, de z est, par restriction & vect(x)*,
un sous-groupe fini de SO(2) donc est cyclique.

On considere I'action de G sur X, alors si r désigne le nombre d’orbites, la
formule de Burnside donne

=1 3 Fix(e)| = £(X|+ 20— 1)
geG

et puisque 2 < | X| < 2(n — 1), on obtient 7 = 2 ou 3.
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Supposons qu’il y ait deux orbites. Alors la formule de Burnside donne
1
2= ﬁ(|X1| + | Xz +2(n — 1)),

d'ott | X1| + | Xa| = 2, ice. |X1| = |X2] = 1. 1 y a donc un pole dans chaque
orbite et donc tous les éléments de G\ {id} admettent le méme axe de rotation,
donc G est cyclique.

Supposons désormais qu’il y ait trois orbites. En notant n; le cardinal du
stabilisateur d’un élément d’une orbite X;, avec ny < ng < ng, on a d’'une part
n; > 2 et d’autre part la formule de Burnside donne

1/n n n
3—<—|—++2(n—1)>,
n \ni N9 ns
d’ou
1 1 1 2
— 4+ —4+—=1+-.
n1 no ns n

On en déduit n% > 1, dou n; = 2. D’ou

1 1 1 2
L =4 2.5
n2+n3 2+n (2:5)

Par conséquent, n% > % et donc ny = 2 ou 3.
Sing = 2, alors n%) = % et donc ng = 5 et n est pair. Sing = 3, alors 7%3 = %—i—
d’ou 7%3 > ¢, donc ng € {3,4,5}.

En résumé, la relation (2.5) donne les cas suivants :

1. 711:712:2,713:%.

2
n’

2. n1 =2,n9 =ng =3, alors n = 12.

3. n1 =2,n9 =3,n3 =4, alors n = 24.

4. n; = 2,n9 = 3,n3 = 5, alors n = 60.

Identifions la structure de G dans chacun des cas :

1. Sin =4, alors G ~Z/47Z ou G ~ Ds.
Supposons n # 4. Soit z € Xz et & € X1, alors G, = G_, donc |Orb(—2z)| =
|Orb(z)| = 2 et donc X3 = {z, —z} puisque c’est la seule orbite de cardinal
2 (n # 4). Les rotations de G qui ne fixent pas z sont donc des rotations
d’angle 7 dont les poles sont dans le plan {z}*, qui s’identifient & des
symétries axiales dans ce plan. G s’identifie ainsi, par restriction a {z}+,
a un sous-groupe fini de O(2).
G est cyclique d’ordre 7, soit g un générateur de G',. Considérons

P = (g'(x))o<i<z -1,

alors x n’est pas fixé par une rotation de G, donc P forme un polygone
régulier & 2 cotés dans le plan {z}* et |X;| = 2 donc P = X;.
G agit sur P donc par égalité des cardinaux, G =~ D, /5.

o4



2. L’action de G sur X5 est fidele car | Xz| = 4 et seule I'identité a un plan
de points fixes dans SO(3). D’olt un morphisme injectif G — &4 et par
cardinalité, G ~ 2.

3. On a |Xs| =8etsiz € Xy, alors —z € Xy car |G| = |G_,]| et les orbites
sont de cardinaux distincts. G permute donc les paires de points opposés
de X5, ce qui induit un morphisme ¢ : G — G4.

Supposons que @ ne soit pas injectif et soit g € ker ¢ non trivial. Alors g
laisse stable les paires donc g% admet tout Xs comme points fixes et donc
¢ = id. Par ailleurs, les deux points fixes ¢ et —c de ¢ ne sont pas dans
X5 car les stabilisateurs d’éléments de X5 sont d’ordre divisant 3, donc si
z € Xy, g(2) = —2z.

Soit h € G, alors hgh™! € ker ¢ est non trivial et donc g et hgh™! ont
méme restriction & X, et donc hgh~'g~! a 8 points fixes, donc g = hgh™!.
Or les points fixes de hgh~! sont h(c) et h(—c) donc {¢, —c} est stable par
G. Ceci n’est pas possible car il n’y a pas d’orbite de cardinal 2. Par
conséquent, ¢ est injectif et par cardinalité, G ~ &4.

4. On a |X1| =30 et n; =2, |X3| =20 et ng = 3, |X3| = 12 et n3g = 5. Les
poles opposés appartenant & la méme orbite, les 30 poles de X fournissent
15 axes de rotation distincts et donc 15 sous-groupes d’ordre 2 qui sont
conjugués entre eux comme stabilisateurs d’éléments d’une méme orbite.
On obtient de méme 10 sous-groupes d’ordre 3 conjugués et 6 sous-groupes
d’ordre 5 conjugués et on vérifie que ces sous-groupes sont les seuls sous-
groupes de G par cardinalité.

Montrons alors que G est simple. Soit H un sous-groupe distingué de G
non trivial et distinct de G.

Si 5 | |H|, H contient les 24 éléments d’ordre 5 car il est distingué, donc
|H| = 30 et donc H contient aussi les 15 éléments d’ordre 2, ce qui n’est
pas possible.

Si 2| |H|, alors H contient les 15 éléments d’ordre 2 donc |H| > 16, donc
|H| € {20,30}, donc 5 | |H| ce qui n’est pas possible.

Finalement |H| = 3, or H doit contenir les 20 éléments d’ordre 3, ce qui
n’est pas possible.

Donc G est simple et |G| = 60 donc G ~ As.

2.22 Surjectivité de ’exponentielle matricielle

Référence :
— [Zav13]

Théoreme.
La fonction exp : M,,(C) — GL,(C) est surjective.
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Lemme.
Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe de G contenant un voisinage
de e. Alors H est ouvert et fermé, en particulier H contient la composante
conneze de e.

Démonstration. Soit V un voisinage de e dans H, alors pour h € H, hV est un
voisinage de h dans H et donc H est ouvert. On a d’autre part

He= | ) gH
g¢H
donc H€ est ouvert en tant qu’union d’ouverts, donc H est fermé. O

Démonstration du théoréme. Soit M € M,,(C). Alors C[M] est un sous-espace
vectoriel de M,,(C) de dimension finie donc est fermé. Or pour tout N € N et
pour tout X € (C[M],ZnN:O L X" e C[M], donc exp(X) € C[M].

Par ailleurs, exp(X) € GL,(C) car d’'inverse exp(—X), donc 'application

¢ : CIM] — C[M]*
X — exp(X)

est bien définie et est un morphisme de groupes car les éléments de C[M] com-
mutent. En notant H := Im(y), H est donc un sous-groupe du groupe topo-
logique C[M]*. Pour montrer que H = C[M]*, il suffit donc par le lemme de
montrer que H contient un voisinage de I,, et que C[M]* est connexe.

Pour montrer que H contient un voisinage de I,, nous allons appliquer le
théoréme d’inversion locale. L’application ¢ est de classe C' et on a

¢(H) = exp(H)
= I, + H +o(||H|)
= ¢(0) + H + o(|| H||).

La différentielle en 0 de ¢ est donc l'identité. De plus, C[M]* est ouvert dans
C[M] car C[M]* = C[M] N GL,(C) donc, d’apres le théoréme d’inversion lo-
cale, ¢ réalise un C!-difféomorphisme entre un voisinage de 0 dans C[M] et un
voisinage de I,, dans C[M]*. H contient donc un voisinage de I,,.

Il suffit maintenant de montrer que C[M]* est connexe. Soit A, B € C[M]*,
alors P(z) := det(zA4 + (1 — 2)B) est un polyndéme non nul donc ’ensemble Z
de ses racines est fini. C\ Z est connexe par arcs et contient 0 et 1 donc il existe
un chemin «y reliant 0 & 1 dans C\ Z. Le chemin «(t)A + (1 — v(t)) B relie alors
B a A dans C[M]*.

Pour montrer que ’exponentielle est surjective, on prend M € GL,(C), on a
alors M € C[M]* donc, par ce qui a été fait précédemment, il existe A € C[M]
tel que exp(A) = M. O

Proposition.

Soit A € GL,(R), alors il existe M € M, (R) telle que exp(M) = A si et
seulement s’il existe B € My (R) telle que A = B2.
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Démonstration. Si exp(M) = A, alors (exp (J;I))2 = A.

Soit B € M, (R) telle que B> = A € GL,(R). Alors B € GL,(R) car de
déterminant non nul, donc il existe @ € C[X] telle que exp(Q(B)) = B.
B B exp(Q(B)). done A~ B x B = exp(@(B) + OBy van QUB) ot GB)
commutent. Or Q + @Q € R[X], d’ou le résultat. O

Exemple. A := <_1 1 > n’a pas d’antécédent dans My (R) par exp. Suppo-

0o -1
sons qu'il existe B € My(R) telle que exp(B) = A, alors si A est valeur propre
de B, exp \ est valeur propre de A donc A\ = i + 2ikm pour k € Z. Donc A # A,
or B est réelle donc A est aussi valeur propre de B, donc B est diagonalisable.
On en déduit que A est diagonalisable, ce qui est absurde.

On pouvait aussi donner une matrice de déterminant négatif, car det exp(B)
exp(tr(B)) > 0 pour B € M, (R).

2.23 Table de caracteres de G,

Référence :

— [RWM10].

On commence par déterminer les classes de conjugaison de &4, qui sont
caractérisées par le profil des permutations. On obtient alors :

— l'identité, seule dans sa classe,

— les transpositions, au nombre de (;l =6,

— les 3-cycles, au nombre de 2 x ( 4) 8,

— les 4-cycles, au nombre de 3! = 6,

les double-transpositions, au nombre de 3.

Nous savons alors que G4 admet a isomorphisme pres 5 représentations irréduc-
tibles.

La représentation triviale et la représentation signature donnent deux repré-
sentations irréductibles de degré 1, de caracteres respectifs x1 = (1,1,1,1,1) et
Xe = (1,—1,1,—1,1), ot I'ordre des classes de conjugaison dans les colonnes est
celui donné précédemment.

On considere la représentation p, par permutation de &,4. Elle n’est pas irré-
ductible car la droite D := vect(1, 1,1, 1) et son orthogonal H := {(z1, x2,x3,24) €
C* | Z?:l x; = 0} sont stables.
pp induit sur D la représentation triviale et sur H une représentation ps de
degré 3. On a alors x, = x1 + Xs, or la valeur de x,(0) pour ¢ € &4 corres-
pond au nombre de points fixes de o, d’ou x, = (4,2,1,0,0), et donc xs =
(3,1,0,—1,—1).

Vérifions que y, est irréductible :

1
—(1x3+6x1*+8x0*°+6x (-1)*+3x(-1)%) =1.

<XsaXs> ~

Le groupe des isométries positives conservant le cube est isomorphe a G4
et cet isomorphisme se réalise via les permutations des grandes diagonales, cela
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nous donne donc une représentation de degré 3 de G4 de caractere y..
La permutation (12) correspond & une rotation d’angle 7 :

d’ott x.((12)) =1+ 2cosm = —1.
La permutation (123) correspond & une rotation d’angle %" :

D \4\

d’olt xc((123)) =1+ 2cos(%) = 0.

La permutation (1234) correspond a une rotation d’angle % :

9 -
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d’out x.((1234)) = 1+ 2cos(%) = 1.

La permutation (13)(24) correspond & une rotation d’angle 7 :

R T EEEPEE

w

d’ott x.((13)(24)) =1+ 2cos(m) = —1.
Finalement, x. = (3,—1,0,1,—1) et on a comme précédemment que (X¢, X¢) =
1, donc x. est irréductible.

On a pour l'instant :

1 6 8 6 3

Id (12) (123) (1234) (12)(34)
vi|1 1 1 1 1
-1 -1 1 -1 1
s | 3 1 0 -1 -1
|3 =1 o0 1 -1

Pour déterminer la derniere représentation irréductible, on utilise, en notant
. . . . 5 .
n; les degrés des représentations, la relation ), ; n; = 24 qui nous donne ns = 2

et la relation Z?:l n;xi(c) = 0 pour ¢ # Id qui nous permet de compléter la
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table. On obtient alors :

1 6 8 6 3

Id (12) (123) (1234) (12)(34)
vi| 1 1 1 1 1
=11 -1 1 -1 1
s | 3 1 0 -1 -1
|3 =1 o0 1 —1
s 2 0 -1 0 2

2.24 Table de caracteres du groupe diédral D,

Référence :

— [Pey04] page 227.

On commence par rappeler la définition et les propriétés du groupe diédral
D,

D,, est le sous-groupe de O(2,R) engendré par la rotation r d’angle 27” et

par la symétrie axiale s d’axe vect <(1)
représentation p est déterminée par la donnée de p(r) et p(s). De plus, les

éléments r et s vérifient les relations suivantes :

). Puisque r et s engendrent D,,, une

=52 = (rs)? =id

Fourksavec k € {0,...,n—1}.

et les éléments de D,, sont de la forme r

On suppose d’abord n pair.

On s’intéresse en premier lieu aux représentations de degré 1. Le caractere
d’une représentation de degré 1 doit vérifier x(s)? = 1, x(rs)? = 1 et x(r)" = 1.
La derniére condition est redondante car n est pair, on doit donc avoir x(s) = £1
et x(r) = £1. On obtient alors les 4 caractéres suivants :

‘ ’I"k TkS
X1 1 1
X2 1 -1
xs | (=1F  (=D"
X4 (71)k (71)k+1

Pour étudier les représentations de degré 2, on définit, pour h € N, la repré-
sentation pp par

on(r) = <COS(Z’:‘:; —sin gg;)) et pn(s) = <(1) _01>

sin (2£h cos (220

On vérifie que ces applications définissent bien des représentations de D,,. On a
alors

2mhk) i (2mhk 2mhk o (2mhk
ph<rk>—<cf’s(z7:m)) Sm(wﬁf) et m(rks)—(COS(zﬂm)) Sm(ﬁ%rm)c))

CcOoS ( sin ( n — COoSs (
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De plus, on peut prendre h € {0,...,n — 1} et les représentations p, et pp_p
sont isomorphes car :

wenn mn=(y )3 %)

On considere donc les représentations pj, pour h € {0,..., 5 }.

1
Par ailleurs, pg est réductible car vect (0> est stable. De méme, p,, /o est réduc-

tible par stabilité de la méme droite. Montrons que les autres représentations
pn, sont bien irréductibles. Si ce n’était pas le cas, il existerait une droite stable

par tous les pp(g), donc en particulier par pp(s). Il s’agirait donc de vect ((1)>

ou de vect (?), or ces droites ne sont pas stables par pp,(r) :

() ritd)) ()= (nisk))

et sin (%) # 0 pour h € {1,...,5 — 1}, de méme pour vect (?)

>
>

L

‘
‘[\)
S ‘

On obtient ainsi les § — 1 caracteres irréductibles :

‘ ¥ rFs

Xn | 2cos (F35) 0

Les caracteres étant distincts, les représentations ne sont pas isomorphes.

On vérifie maintenant qu’on a obtenu toutes les représentations en calculant
la somme des carrés des degrés des représentations : 4 x 12 + (% — 1) x 22 =
2n = |D,].

On regarde désormais le cas oll n est impair.

On ne peut ici avoir que deux représentations de degré 1 :

On définit ensuite les représentations p, de degré 2 comme dans le cas pair,
elles sont irréductibles et non isomorphes deux & deux pour h € {1,..., "T’l}
On calcule alors la somme des carrés des degrés et on obtient 2 x 1+ %‘1 x 2% =
2n = | Dy,

61



Exemple

Etudions le cas de D4. On a ici 4 caractéres irréductibles de degré 1 et

% — 1 =1 caractere irréductible de degré 2.

id r 2 3 s rs r’s r3s
x1|1 1 1 1 1 1 1 1
x2| 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
x3|1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
x4/ 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
x5 2 0 =2 0 0 0 0 0

On trouve alors les classes de conjugaison {id}, {r,r3}, {r?}, {s,r?s} et {rs,r3s}
ainsi que les sous-groupes distingués de Dy : Dy, {id}, {id, 2}, {id, r, 72,3}, {id, r2, s, r%s}
et {id, 72, 7s,73s}.

2.25 Théoreme d’Abel angulaire et théoreme tau-
bérien faible

Référence :
— [Gou94] page 249.

Théoréme (Abel angulaire).
Soit Y anz™ une série entiére de rayon de convergence > 1 et de somme f telle
que ) a, converge. Pour 6y € [0, 5[, on pose

Ay, :={z€D|3p>0,30 € [-60,00], z=1-pe?},
ou D désigne le disque unité ouvert de C. Alors
—+o0
:llaml f(z) = Z (n .
2€Ay, n=0
Démonstration. On pose

n —+oo
Spi=> ar, S:=)Y an, Ryi=S5-25,.
k=0

n=0

Pour z € D, on effectue une transformation d’Abel en écrivant a,, = R,,_1 — R, :

N N
Z anz" — Sy = Z(Rn—l —R,)(z"—1)
n=0 n=1
-1 N
= Z R,(z"t —1) - ZRn(z" -1
n=0 n=0
N-1
= R,(z"t —2") — Ry (2N —1)
n=0
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N—-1

N
Zanz" —Sy=(2—-1) Z R,2" — Rn(2N —1).
n=0

n=0

limy 400 Ry =0 car ) a,, converge donc, en passant a la limite,

Soit désormais € > 0 et N € N tel que pour tout n > N, |R,| < e. Alors, pour
tout z € D,

N “+o0
f(z) =S| <[z =1 |D_Ruz"|+elz—1] Y 2|
n=0 n=N+1
- |z -1
<|z=1 SR, .
<z |HZ:O| |—|—€17|Z‘

Pour z suffisamment proche de 1, on aura |z — 1| Zﬁ;o |R,| < €, donc il suffit
|z—1]|
1—|z| _

Pour z € Ay,, on peut écrire z = 1 — pe?? avec p > 0 et |0] < fy. On a alors
|2]2 =1 —2pcosf + p?, dou

de borner au voisinage de 1 dans Ag, pour obtenir le résultat.

|z — 1] B |z — 1]

= 1
=] 1_|Z|2( + [20)
p
=—-(1
2pcos97p2( +120)
2
~ 2cosf —p’
On a donc, pour p < cos by,
|z — 1] 2 2
< J—

1—|z] =~ 2cosflg —cosfy cosfy’

Pour z suffisamment proche de 1, on a donc

2
10 -si<e(1+ 20,

d’ou le résultat. O

Théoréme (Taubérien faible).
Soit > a,z"™ une série entiére de rayon de convergence 1 et de somme f. On
suppose
IS eC, lim f(z)=S.
r—1

<1

Sia, =0 ( 1), alors > an, converge et Z:i% a, = S.

n
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Démonstration. Pour n € N, on note S, := ' ax. Pour z € |0,1[, on a

n —+oo
x):Zak(l—zk)— Z apx®.
k=0

k=n-+1
Or
k—
1— 2k 1—332 E(l—2) carO0<z<1,
i=0
donc
OO
S, — f@)| < ( 1—ka\ak\+ Z klak| ok
k=n+1

< (1-2)Mn+ sup klay,

1
n(l - {L‘) k>n

ou M désigne un majorant de la suite (k|ay|), qui existe car ay = o (). Pour
0 <e<1,on aalors

1
(1 — E)’ < Me + — sup kla].
n € k>n

Donc il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny,

(1f f)‘ < Me+e=(M+1)e.
n
Par ailleurs, lim,,_,;- f(z) = S donc il existe N7 > Ny tel que pour tout n > Ny,
‘f(l—i) —S‘ < e.
n
On en déduit que pour tout n > Ny,

(1_7)‘ ‘f(l——) S‘ (M +1)e+¢ = (M +2),

d’ou le résultat. O

2.26 Théoréme de Banach — Steinhaus

Références :
— [Bre05] page 16.
— [Gou08] page 404.

Théoréme.
Soit E un espace de Banach et F un espace vectoriel normé. Soit (T;)ier une
famille d’opérateurs linéaires et continus de E dans F.On suppose que

Ve e E, sup|Tiz| < oo.
i€l
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Alors
sup | T;|| < oc.
iel

Démonstration. Pour n > 1, on pose
X, ={z e E|Viel,|Tz| <n}.

Alors X, est fermé car les T; sont continus, et par hypothése on a X, =
E.
D’apres le lemme de Baire, il existe ng tel que Xono # &. Soit zg € E et

r > 0 tel que B(zg,7) C X,,, on a alors

neN*

VieI,Vz e B(0,1), ||Ti(xo+r2)|| < no.

On en déduit
| Till < no + || Tizoll,

ce qui permet de conclure. O
Corollaire.

On note Cor le C-ev des fonctions continues 2m-périodiques d valeurs complezes
muni de la norme || - ||oo. Pour f € Cor, on définit

I : - :
Vn € Z,cn(f) == Py f@e ™dt et ¥Yn>0,S,(f):z+— Z cr(f)et®.

Q —T

k=—n

Alors il existe une fonction f € Con telle que (Sn(f)(0))nen diverge.

Démonstration. Soit

by :Cor — C

n

Fr—=S8u(1)0)= Y erlf).

k=—n

Alors /,, est une forme linéaire continue sur Co,. En effet, si f € Co,, on a

> i/ f(t)e ™t dt
= 2 J_,

L f&) > et

n(f)

21 ) o
k=—n
~ L " jopawya
S or - "

\ n —i sin((2n+1 2 IS
ot Dy(t) =>p_ , et = 7(;11(?/2);/ ) Dot

1)) < Ml / " Do) dr,

2 J_,
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c’est-a-dire Lo
b < — D, (t)| dt.
leall < 5 [ 1Dw(0)

—T

Le but est maintenant de montrer qu’il existe f € Car tel que sup,, oy |n(f)| =
~+o00 dong, en appliquant le théoréme de Banach — Steinhaus, il suffit de montrer
que sup,,cy [|[€n|| = +o00. Montrons

1 T
bl = — D, ()| dt.
Il = 3= [ 1Dco)
Pour € > 0, on définit
fe:R—C

Dy (z)

T —/—————.
| Dn ()] + ¢

On a ||f:|lcc <1 et, par théoréme de convergence dominée,

1 s

e (f)l —5 ] |Dn(t)| dt.
On a donc 1 g
bl = — D, (t)] dt.
Itall = 3= [ 1D
On a alors
1 /™ |sin((2 1)t/2
lenl > f/ sin(@n+ D)/2) | o,
2 @n+1)7w/2 | o;
_2 / sin(¢) ‘ dt
™ Jo t
sin(t) oy
—— 4oo car t > n’est pas intégrable.
n—-+oo t
(Cony || - loo) est un espace de Banach, donc par le théoréme de Banach — Stein-

haus, il existe f € Cor tel que sup,,cy |40 (f)] = +00, c’est-a-dire

sup S, (f)(0) = +o0.
neN

Donc (S, (f)(0))nen diverge. O

2.27 Théoréme de Bernstein

Référence :
— [QZ06] page 518.
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Théoreme.
Soit f :[0,1] = C une fonction continue. On pose

w(h) == sup{|f(u) = f(v)],[u —v[ < h}

son module de continuité.
On considére

st -5 () 0-er- ()

k=0
le n*®™¢ polynéme de Bernstein de f.
Alors

(i) (By) converge uniformément vers f sur [0,1].

(i) ||f — Bnlloo < Cw (ﬁ) ot C est une constante.

(iii) L’estimation (i) est optimale : il existe f lipschitzienne telle que || f — Bplloo > %

pour une constante § > 0.

Démonstration. (i) Soit = € [0,1] et (X;);>1 une suite de variables de Ber-
noulli i.i.d de parametre x. On note S,, := X1 + --- + X,,.
On a alors

B (1 (%)) = Bulw) et 5/ @) = f10)

par théoréme de transfert, d’ou

|£(@) = Ba(@)] = ‘E (f(x) ! <Sn>)‘

cx(po-s(3)

f est continue sur [0, 1] compact donc uniformément continue par le théo-
réme de Heine, donc w(d) est défini pour tout § > 0 et lims_ow(d) = 0.
Par ailleurs, |f(z) — f (i—“) | <2||f|loc donc, pour 6 > 0,

> 5) .

E]ﬂm) y (i)‘ <wio

Par I'inégalité de Tchebychev, on a alors

Sh Var (‘%")
Var(S,,)
T Th2ez
z(1—x)
no2
< 1
= 4nd?’

Shn S
T —— T ——
n n

< 5) +2||f|oop(
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On en déduit que, pour tout z € [0, 1],

Il f1l oo
2n62”’

d’ou
limsup || f — Bnlleo < w(9).
n—-4oo

Le résultat vient de lims_,ow(d) = 0.

Affinons le résultat de convergence uniforme prouvé ci-dessus. On a d’abord

s (8] em-5)

Montrons que w(Ar) < (A + Dw(h) :

w est croissante et w(h+k) < w(h)4w(k) donc, par récurrence, w(nh) < nw(h)
pour n € N. On a alors, pour A € R,w(Ah) < w([A]h) < [Aw(h) < (A4 Dw(h).
On en déduit

Sn
r— —
n

1
@) - Baloll < (= ) B (Valo - 2] 41)

n

:w<1) <1+ nilz — == )
n 1
]‘ n

e () (- 31
n 2

par l'inégalité de Holder. Or

Sn

D’ou
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(ili) On pose f:z — |z — %
1 1
=Bl 2|1 () - 52 (3)
1
- | ()

,on a w(h) < h. Par ailleurs,

_r Sn_l'
n 2
1
= —E|2S5,, — n|.
5 El n|

Dol ||f = Bullo = 5-Ele1 + -+ + &, avec €; := 2X; — 1 variables de

Rademacher i.i.d. D’ou
1
- Bn oo > — e n
I = Bulloo = o_ller + -+ ull

> ler + -+ enllo

|
2n+/e
par inégalité de Khintchine.
Orller+--+enll3 =Var(er +---+e,) + (E(e1 + - +e,))* =n. Dot
1

1 1
I = Bull > g = 3z <ﬁ) .

Détails supplémentaires

Proposition (Inégalité de Khintchine).
Soit £1,...,&, des variables de Rademacher (i.e. valant £1 avec probabilité %)
i.i.d. Soit f € vectr(e1,...,&n).
Alors [|fll2 < v/eE(I7]).
Démonstration. On a f =3} aje; et on peut supposer IflI3=1= 2 a.
Posons g := H?Zl(l +ia;e;). Alors pour presque tout z,

lg(@)| = [ /1 + a22(a)



Dot [|g]lec < Ve
De plus, si j € {1,...,n},

E(e;9) = E | &;(1 +iaze;) [T(1+iayey)
oy

=E(e;(1 +iase;))E H(l + tagey) | par indépendance des ¢;
k#j

E(e;9) = E(e; (1 + iaze;)) [ [ B(1 + iarey)
oy
= ia; car E(g;) = 0.

Or E(fg) = 37— a;E(e;9), dot [E(fg)| = ‘iZL aj| = 1.
Or
E(fg)l o 1
£l > T 2\/5'

2.28 Théoreme de Cartan — Von Neumann

Référence :
— [GT98] page 83.

Théoreme.
Tout sous-groupe fermé de GL,(R) est une sous-variété de GLy(R).

Démonstration. Soit G un sous-groupe fermé de GL,(R), il s’agit de mon-
trer que tout point de G admet un voisinage difféomorphe a un ouvert d’'un
espace vectoriel. Or G est un groupe et la translation A +— gh est un C*°-
difféomorphisme, donc il suffit de montrer cette propriété au voisinage de I,,.
Plus précisément, nous allons montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel F de
M, (R), deux voisinages ouverts U et V de 0 et I,, respectivement dans M,,(R)
et un C*°-difféomorphisme ¢ : U — V tel que o(UNF) =V NG.

Etape 1 : Définition de F.

On pose
Lo :={m e M,(R) |Vt € R, "™ € G}.

Montrons que Lg est un sous-espace vectoriel de M, (R).
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Puisque 0 € L et (m € Lg, A € R) = Am € G, il reste a montrer que Lg
est stable par addition. Soit donc a,b € Lg, montrons que

k
lim (ea/keb/k> = ¢t
k—+oo

eG

ce qui permettra de conclure car G est fermé.
Par le développement limité de I’exponentielle, on a

afkgb/k _ 4 Ot 1
e’'"e n T+ A + o0 R

Par ailleurs, Dexp(0) = id donc, d’apres le théoreme d’inversion locale, exp
réalise un C!-difféomorphisme d'un voisinage de 0 sur un voisinage de I,, dans
M,,(R). En notant L sa réciproque, on a DL(I,) = Dexp(0)~! = id donc
L(I, + m) = m+ o(||m|) pour m au voisinage de 0.

Il vient alors, pour k suffisamment grand,

(ea/keb/k>k = exp (kL (In + QTM +o (;))) = exp(a+b+o(1)).

On a donc bien la convergence souhaitée.
Etape 2 : Définition de ¢.
Soit M un supplémentaire de L5 dans M,,(R). On définit
v: Le®M — GL,(R)
I+ m+—s ele™

¢ est de classe C*, ¢(0) = I, et Dp(0) = id donc, d’apres le théoréme d’in-
version locale, ¢ induit un C*°-difféomorphisme d’un voisinage U de 0 sur un
voisinage V' de I,, dans M, (R). De plus, on a p(UNLg) CVNG.

Il reste & montrer que, quitte a restreindre U, VNG C o(U N Lg), i.e. pour
tout [ +m € U tel que p(l +m) € G, alors m = 0.
On dispose alors du lemme suivant :

Lemme.
Il existe un voisinage ouvert W C U de 0 dans M, (R) tel que

Vi+meW, e"eG=m=0.

Ainsi, avec ce lemme, si [ +m € W est tel que (I +m) € G, alors e™ =
e lo(l+m) € G et donc m = 0. O

Démonstration du lemme. Raisonnons par ’absurde en supposant que pour tout
voisinage ouvert W C U de 0 dans M,,(R), il existe [ +m € W tel que e™ € G
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et m # 0. On a alors 'existence d’une suite (I +mg)ren tendant vers 0, et donc
d’une suite (my)ren d’éléments de M \ {0} tendant vers 0 par continuité de la
projection sur M parallelement & Lg, telle que e™* € G pour tout k.

On pose alors g, := HZ%H’ qui est une suite a valeurs dans la sphere compacte
de M donc, quitte & extraire, on peut supposer que (g;) converge vers € € M
de norme 1. Montrons alors que ¢ € Lg, ce qui constituera une contradiction
car Lo N M = {0}.

Pour t € R, on pose

_t
[l

On a alors d’une part

1
=X\ + . avec Ay € Z et x| < 7

e — (em’“))"" e q,
et d’autre part
e/\kmk _ etake—ﬂkmk N et€.
k—+oo
On en déduit que e** € G car G est fermé et donc que € € L. O
On peut remarquer que Lg est le plan tangent & G en I,,. En effet, si A € Lg,

alors t — €' est une courbe de G donc A est le vecteur tangent au point I,,.
Ceci prouve que L, C T7, G, et on a égalité pour des raisons de dimension.

2.29 Théoreme de Cauchy — Lipschitz

Référence :
— [Dem06].
On s’intéresse au probleme de Cauchy
X' = f(t,X)
’ 2.6
{ X(to) = X0 ( )

ou f:U — R™ avec U un ouvert de R x R™ et (tg,z9) € U.

Définition. On dit que f est localement lipschitzienne en X si pour tout
(t1,21) € U, il existe un voisinage V' de x1, un voisinage W de ¢t; et k > 0
tels que pour tous z,y € V et tout t € W, || f(¢,z) — f(t,y)]| < kl|lz — v

Théoréme.
Si f est continue sur U et localement lipschitzienne en X, alors[2.6 admet une
unique solution maximale.

Démonstration. f est continue sur U donc [2.6] est équivalent a
t
Xt)=zo+ | f(u,X(u))du. (2.7)

to
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Soit V' € V(z0), W € V(to) et k > 0 comme dans la définition du caractere
localement lipschitzien de f, on peut supposer W x V borné. On note M :=
SuPWxVHf”- .

On se place sur un cylindre de sécurité : soit r > 0 tel que B(xg,7) C V
et soit T > 0 tel que [tg — T,to + T] C W. On note F 'espace des fonctions
continues de [to — T, to+ 7] dans B(xg,r) muni de la norme infinie, il s’agit alors
d’un espace complet.

On définit 'application ® de F dans F par

OY)(t) =20+ [ fu,Y(w))du.

to

Il faut d’abord que F soit stable par ®.

|@(Y)(t) = woll < |t — to]M < TM
donc en choisissant T < 17, ®(Y) est bien a valeurs dans B(zo,r) (ce choix
garantit aussi que le cylindre considéré est bien un cylindre de sécurité).

Le but est maintenant de montrer que ¢ admet un point fixe en utilisant
le théoréme de Picard. En effet, 'équation [2.7] implique qu’une fonction X de
classe C! est solution de si et seulement si elle est point fixe de ®.

On va montrer que ® admet une itérée contractante. Soit Y, Z € F, montrons
par récurrence sur p € N que

kP|t — to|?
—— Y = Z]|-
p!

Vi€ [to—Tto+T], [[®"(Y)(t) - 2"(Z)(1)]| <
Cette inégalité est vraie pour p =0 et

[@P 1 (Y)(t) — " HZ) O < | [ 11/ (u, @P(YV)(w)) = f(u, P (Z)(w))]| du

to

]f KB (V) (1) — @°(Z) (u)| du

to
t
kPl — to|P
[y z)
to p:

kp+1|t7t0‘17+1

d’ou le résultat. On a donc, pour tout p € N et tous Y, Z € F,

IN

IN

10(Y) — B(Z)]|o0 < 21

< Y - 2

Or ¥T% 0 donc il existe p € N tel que 12 < 1. D’aprés le théoréme
Pr p—too P
de point fixe de Picard, ® admet un unique point fixe X sur F, qui est donc

l'unique solution de sur [to — T, to + 7.
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Cette solution se prolonge en une solution maximale. Supposons qu’il existe
deux tels prolongements X7 et Xs sur deux intervalles I; et Is. L’intervalle
I N I est non vide car il contient [tg — T, tg + 1. Soit J le plus grand intervalle
inclus dans I1 N I3 et contenant [ty — T, tg + T tel que X3 = Xy sur J. Alors
J est fermé dans Iy N Iy car X7 — X5 est continue. Si J # [; N I, alors on
peut appliquer 'unicité locale précédemment démontrée en 1'une des bornes de
J et contredire la maximalité de J. Donc J = I N I, d’ou on déduit X; = X5
sur I; N Iy et, par définition de solution maximale, I; = I5. Finalement, X se
prolonge en une unique solution maximale. ]

2.30 Théoreme de Frobenius — Zolotarev

Référence :
— [BMP05] page 251.

Théoréeme.
Soit p un nombre premier > 3 et n € N*. Alors pour tout w € GL,(F,), on a :

o ()

ot (%) est le symbole de Legendre :

0 sia=0 mod p,
a . P ‘. .
( ) = 1 si a est un carré modulo p (un résidu quadratique),
—1 sinon
et ot e(u) est la signature de u en tant que permutation sur l’ensemble fini
Fm.
p

Démonstration. Il s’agit de montrer que la signature se factorise de la fagon

suivante : € = (5) o det. On commence par énoncer un premier lemme.

Lemme.
Soit k un corps, M un groupe abélien et n € N*. On suppose k # Fo oun # 2.
Alors tout morphisme de groupe ¢ : GL, (k) — M se factorise par le détermi-
nant,
i.e. il existe un unique morphisme de groupe § : k* — M tel que ¢ = § o det.

Démonstration. D’une part, puisque k # Fy ou n # 2, on a D(GL,(k)) =
SLy (k) (voir détails en fin de document).

D’autre part, pour x,y € GL,(k),o([z,y]) = [p(x),v(y)] = e car M est
abélien.
D(GL,(k)) est engendré par les commutateurs donc D(GL,(k)) C ker .
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Donc ¢ : GL, (k) — M se factorise en un unique morphisme @ : GL,,(k)/SL, (k) = M :

%)

GLy(k)

GLn(k)/SLn (k)

M

7

Comme det est un morphisme surjectif de GL, (k) dans k* dont le noyau
est SLy(k), on obtient le diagramme commutatif suivant :

< dt  GLa(k)
@ | ﬂi
GLn(k)/SLn(k)

avec det un isomorphisme. Alors :

@ =00 (det) ' odetor = §odet avec § = Fo (det)*

k> et QL (k) —2—= M
~ i i /
G Ly (k)/SLn(K)
La surjectivité de det assure alors I'unicité du morphisme 4 vérifiant j o det = ¢.

O

On a, dans le cadre du théoréme, € : GL,(F,) — {—1,1} avec {—1, 1} abélien
donc, par le lemme, il existe un unique morphisme ¢ : F — {=1,1} tel que
e = 0 odet. Il s’agit de montrer que ¢ est le symbole de Legendre. Pour cela,
nous allons montrer que le symbole de Legendre est 'unique morphisme non
trivial de F\ dans {—1,1}, puis que € : GL,(F,) — {—1,1} n’est pas trivial.

Le symbole de Legendre est bien non trivial car 2% = (—z)? donc :

FY —F)
T x?
n’est pas injective (p > 3) donc n’est pas surjective.

Sia:F) — {-=1,1} est un morphisme non trivial, ker o est un sous-groupe

d’indice 2 de F;. Or F ¢ est un groupe cyclique de cardinal pair donc ne possede

qu’un seul sous-groupe H d’indice 2.
On a ainsi la partition F = H UxH ot x ¢ H avec :

| 1siye H
a(y)—{ —1siyexH

(6]



Ainsi, « est entierement déterminé donc est unique, c’est le morphisme de Le-
gendre.

Montrons maintenant que € n’est pas trivial.

Il existe une extension F,/F, de degré n (& savoir Fyn). Vus comme F,-
espaces vectoriels, ) et Iy sont isomorphes. Il suffit donc de trouver une bijec-
tion [Fp-linéaire de F, de signature —1. Or F est cyclique d’ordre ¢ — 1. Soit g
un générateur de ce groupe. La bijection F,-linéaire z — gz de F, agit comme
le cycle (g,92,...,97 ') de longueur ¢ — 1. Sa signature est donc (—1)¢ = —1
car ¢ = p" est impair.

Finalement, € n’est pas trivial donc § o det non plus, donc § n’est pas trivial
et il s’agit donc du symbole de Legendre. O

Détails supplémentaires

Théoréme.
D(GLy(k)) = SLy, (k) pour n # 2 ou k # Fs.

Démonstration. Pour u,v € GL,(k), [u,v] € SL,(k), donc :
D(GL(k)) € SLa(k)

Pour montrer I'inclusion inverse, il suffit de montrer que toute transvection
est un commutateur (n > 2). Comme toutes les transvections sont conjuguées,
il suffit de le montrer pour 'une d’elles.

— Sin >3, alors :

I, +Ei2=[I,+E3,I,+ E32]
— Si la caractéristique de k est différente de 2, alors :
I, + E1 5 =[I, + E2,Diag(274,1,...,1)]
— Si card(k) > 3, alors, pour a € k, a différent de —1,0 et 1, on a :

In+E12=[I,+ a*(1 — aQ)ELz, Diag(a,a™*,1,...,1)]

O
Proposition.
Le symbole de Legendre est un morphisme.
Démonstration. Pour p premier impair,
(a) =a"7 dans F,
p
D’ou
5)-G)G)
p p p
O
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2.31 Théoréme de Gauss — Wantzel

Référence :
— [Car89] pages 48 et 214.

Lemme.
Soit m et n deux entiers premiers entre eux. Alors :

— —

, 2T . 2T 2 .
l’angle — est constructible <= les angles — et — sont constructibles.
mn m n

Démonstration.

—

2
= : Chaque angle est un multiple de il
mn

< : nAm =1 donc par Bezout, il existe a,b € Z tels que an + bm = 1. D’ou :

2t 2r 2%
7:a7+b7
mn m n

—

2
donc — est constructible.
mn

Corollaire.
Soitn >3 et

k
(e23
o=1I5
i=1

sa décomposition en produit de facteurs premiers.
Alors :

—

P o . 27
le polygone régulier a n cotés est constructible <= les angles — - le sont.
i

Théoréme (Gauss — Wantzel).
Soit o € N*.
Alors :

o~

2
(i) Les angles 2—2 sont constructibles.
(i) Soit p un nombre premier impair, alors :
s §7Tr . 28
Uangle — est constructible <= a=1etp=1+2" ou S €N.
p

Démonstration.

(i) Cela revient a construire des bissectrices.
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(ii) = : On pose ¢ :=p® et w := e2™/4. On a donc supposé w constructible.
Par le théoreme de Wantzel, on a alors :

[Qw): Q] =2" ot m € N.

Or w est une racine primitive g-ieme de 'unité, donc son polynéme mini-
mal sur Q est le polyndme cyclotomique ®,, de degré ¢(g) = p*~*(p—1).
D’ou :

2" = [Qw) : Q] =p*'(p—1)

Or p est premier impair donc o = 1 et on obtient p = 2™ + 1.
On écrit maintenant m = A2° avec € N et A € N* impair.
Puisque —1 est racine de 1 + X*, ona 1+ X | 1 + X*, donc :

B B
1422 [14+(2) =p
et p étant premier, on a :
p=1+2%.

<:Onposen:=28 p=1+2" et w:= 2™/,
Alors puisque le polynéme minimal de w est ®,, on a :

Qw):Q]=p—-1=2"

Soit G le groupe d’automorphismes sur Q de Q(w) (i.e. le groupe des
automorphismes de corps de Q(w) fixant Q). Alors tout g € G est
entiérement déterminé par g(w). De plus,

Pp(g(w)) = g(Pp(w)) = g(0) =0

Ainsi g(w) est une racine de ®, donc est une puissance de w.
Réciproquement, le morphisme qui est l'identité sur Q et qui envoie w
sur w® appartient a G.
Donc

G={wr—u"|ke{l,...,p—1}}

et donc G est isomorphe & (Z/pZ)* = 7Z/(p — 1)Z. G est ainsi engendré
par un certain g d’ordre p — 1 = 2.
On pose, pour 0 < i < n,

K; = {z€ Q)| ¢ (») = 2}
Alors on a les inclusions :
QcKycK;cC...cK, =Qw)

Montrons que Q = Ky et que toutes les extensions sont quadratiques.
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La famille (w, g(w), . . ., g?~2(w)) est une base de Q(w) (car {w, g(w), ..., g? 2(w)} =
{w,w?,...,wP™1}) donc pour z € Ko, il existe Ao, ..., \p—2 tels que :

2= Aw + -+ Ap_agP (W)
Donc en appliquant g, on a :
2= g(2) = Aog(w) + - + Ap2g” ! (w)

avec gP~! = id, donc par identification, on a A\g = --- = Ap—2.
On a alors :

z= MW+ gw) + -+ g7 (W)
= Xo(w+w? +---FwP

= —)\0
Par conséquent, z € Q donc Ky = Q.
De plus,
gn—i_1 ,
> g (W) €Ki\ Ki
k=0

donc les extensions Q = Kg C K; C ... C K,, = Q(w) sont strictes et
[K, : Q] = 2™. Toutes les extensions sont donc de degré 2 car il y en a
n.

Finalement, par le théoréme de Wantzel, w est constructible a la regle
et au compas.

O

En combinant le théoréme et le corollaire du lemme, on obtient que le poly-
gone régulier a n cétés est constructible si et seulement si n est le produit d’une
puissance de 2 et d’'un nombre fini de nombres de Fermat premiers distincts.

Détails supplémentaires

Théoréme (Wantzel).
Un nombre z € C est constructible si et seulement s’il existe des corps Ly, ..., 1L,
tels que
- IL’O = Q;
— L;11 est une extension quadratique de LL;,
-z €l,.

Remarque. On énonce en général le théoreme de Wantzel pour z réel. Le pas-
sage de réel a complexe se fait correctement, dans le cas présent il se fait plus
simplement en remarquant que w + w™! = 2R(w).
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2.32 Théoréme de Hahn — Banach géométrique

Référence :

— [Bre05] page 1.

On prouve ici le théoreme de Hahn — Banach géométrique & partir de la
version analytique. On commence par rappeler le théoreme de Hahn — Banach
analytique.

Théoréme (Hahn — Banach analytique).
Soit E un R-espace vectoriel.
Soit p: E — R une application vérifiant

(i) Yx € E,;YA >0, p(Az) = Ap(x);

(it) Vr,y € E,  p(z +y) < p(z) + p(y)-
Soit G un sous-espace vectoriel de E, soit g : G — R une forme linéaire telle
que pour tout x € G, g(x) < p(x).
Alors il existe f : E — R une forme linéaire qui prolonge g et telle que pour
tout x € E, f(x) < p(x).

Théoréme (Hahn — Banach géométrique, sens large).
Soit E un espace vectoriel normé sur R.
Soit A C E,B C E deuz ensembles convexes, non vides et disjoints.
On suppose que A est ouvert.
Alors il existe un hyperplan affine fermé qui sépare A et B au sens large.

Lemme.
Soit C C E un conveze ouvert avec 0 € C.
On pose, pour x € E, p(x) :=inf{a > 0|z € aC} la jauge de C.
Alors p vérifie les conditions (i) et (it) de Hahn — Banach analytique et
(iii) Il existe M tel queVz € E, 0<p(z) < M|z|;

(iv) C ={zx e E|p(x)<1}.

Démonstration.
(#47) Soit 7 > 0 tel que B(0,7) C C, alors p(z) < *||z[|, d’ou (iii).
(¢) Vérification immédiate.
(tw) — Supposons z € C, C est ouvert donc il existe € > 0 tel que (1+¢)x €
C, donc

1
<
ple) < 1+¢

~ Sip(x) <1,il existe 0 < a < 1 tel que £ € C, donc

< 1.

x:ag—i—(l—a)xOéC.

(#) Soit z,y € E, soit € > 0, alors d’apres (i) et (iv),

et y eC

p(r)+e  ply) +e
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Donc . Ly
T _
n (1-t)y

e O T

Alors

p(x) +¢e x+y

pourt=————-"———— ona ———— € C.
p(z) +p(y) + 2¢ p(z) +p(y) + 2

D’ou Ve > 0,p(z +y) < p(z) + p(y) + 2¢, d’on (i4).

Lemme.
Soit C C E un convexe ouvert non vide. Soit xg € E\ C.
Alors il existe f € E' tel que pour tout x € C, f(z) < f(zo).
En particulier, Uhyperplan affine d’équation {f = f(xo)} sépare {xo} et C au
sens large.

Démonstration. Par translation, on peut toujours supposer 0 € C' et introduire
p la jauge de C.

On considere G := Rz et on pose g : G — R la forme linéaire définie par
g(txg) =t pour t € R.
Alors pour tout = € G, g(z) < p(z) :

- sit>0, alorsﬁ:mT":xogéCdoncg(x)gp(x);

—sit<0,g9(x) <0<p(z).
Donc par Hahn — Banach analytique, il existe f une forme linéaire sur E pro-
longeant g telle que pour tout € E, f(z) < p(x). On a f(xg) = 1 et f est
continue par (7). D’autre part, (iv) = f(x) < 1,Vz € C. O

Démonstration du théoréme. On pose C' := A — B. Alors C est convexe, ouvert
(car C=U,cp(A—y)) et 0¢ Ccar ANB=0.

D’apreés le dernier lemme, il existe f € E’ tel que pour tout z € C, f(z) < 0,
i.e. pour tous x € A et y € B, f(z) < f(y).
Soit o € R tel que sup,c4 f(z) < o < infyep f(y). Alors 'hyperplan affine
d’équation {f = a} sépare A et B au sens large. O

Théoréme (Hahn — Banach géométrique, sens strict).
Soit A C E et B C E deux ensembles convexes, non vides, disjoints. On suppose
que A est fermé et que B est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui
sépare A et B au sens strict.

Démonstration. Pour € > 0, on pose A. := A+ B(0,¢) et B, := B+ B(0,¢)
de sorte que A, et B. sont convexes, ouverts et non vides. De plus, pour € > 0
assez petit, A, et B, sont disjoints (sinon on pourrait trouver des suites &,, —
0,2, € A et y, € B telles que ||z, — yn| < 2¢, et on pourrait extraire une
sous-suite y, — y € B par compacité de B et y € A car A fermé).

D’apres le théoréme de Hahn — Banach géométrique sens large, il existe un
hyperplan fermé d’équation {f = a} qui sépare A, et B. au sens large. On a
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donc
Vo € A\Vy € B,Vz,2' € B(0,1), f(z+ez)<a< f(y+ez).
Il en résulte que
Vee AVye B, f(x)+ellfll <a<fy)—clfl

On conclut que A et B sont séparés au sens strict par I’hyperplan {f = a}
puisque || ]| # 0. O

Compléments

Démonstration du théoréme de Hahn — Banach analytique.

Lemme (Zorn).
Tout ensemble ordonné, inductif et non vide admet un élément mazimal.

On consideére

P:={h|h:D(h) C E — R avec D(h) sev de E,h linéaire, G C D(h),
h prolonge g et Vo € D(h), h(z) < p(z)}.

On munit P de la relation d’ordre
hi1 < hy <— D(hl) C D(hg) et ho prolonge hi.

P +# @ car g € P.

P est inductif : soit Q C P un sous-ensemble totalement ordonné, on note
Q = (hi)ier, on définit D(h) := J;c; D(hs) et h(x) := hi(x) si 2 € D(h;).
Alors h est un majorant de Q.

D’apres le lemme de Zorn, P posséde un élément maximal f. Prouvons que
D(f) = E.

Supposons que D(f) # E et soit xg ¢ D(f), on pose D(h) := D(f)+Ruxg et

h(z +txg) = f(x) + ta Ve € D(f),Vt € R

pour un certain «, le but étant que h € P.
On doit donc avoir

f(z) +ta < p(z + txo) Vo € D(f),vt € R.
i.e.

(x + x0) Yz € D(f)

{ fl)+a<p
f(z) —a < plx —xp)
par (7).

Il suffit donc de choisir a tel que

yggr()f)(f(y) —ply—x0)) <a < Ieigf(f)(p(w +x0) — f(2)).
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Ceci est possible car

f(x)+ fly) <plz+y)
< p(x + x0) + ply — o).

Donc f(y) —p(y — x0) < p(z +z0) — f(z)  Va,y € D(f).
Ainsi, h € P et f < h, f # h, on obtient une contradiction. O

Corollaire.
Soit E un espace vectoriel normé, G un sous-espace vectoriel de E.
Soit g : G — R linéaire et continue.
Alors il existe f € E' prolongeant g et telle que ||f|| = ||lg]|-

Démonstration. On pose p(x) := ||g||||x], les hypotheéses du théoréme sont bien
vérifiées et ona | f(z)] < [lgllllzl[, dou [ f]| < llg]l, dou [|f]| = [|g]| car f prolonge
g. O

Corollaire.
Pour tout x € E, il existe fo € E' tel que || foll = ||zoll et (fo,z0) = ||xol?.

Démonstration. Appliquer le corollaire avec G := Rxg et g(txg) := t[|z¢]|?, de
sorte que [[gl[ = [[zo-

Corollaire.
Pour tout x € E,
[zl = sup [(f,z)| = max [(f, z)]
feE! feE
lrl<1 llFl<t

Démonstration. Soit x # 0, alors :

sup [(f, z)| < |||

fer’
lLri<1

et, par le corollaire précédent, il existe fo € E’ tel que || fol| = ||z et (fo,z) = ||z
On pose f1 2= . ona [ ull = 1 et (f1,2) = o] 0

2.33 Théoréme de Jordan

Référence :
- [GT9g].

Théoréme.
Soit T' = Im(y) avec v : R — C de classe C, 1-périodique, telle que Vo,1[ Soit
injective et v'(t) # 0. Alors C\ T a deux composantes connezes.

Démonstration. On commence par supposer pour plus de commodités que |7/ (¢)| = 1
pour tout ¢ (une justification est donnée en fin de document), que v(0) = 0 et

que 7'(0) = 1.
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Lemme.
Si pour € > 0 on note U'Y (resp. T2 ) la courbe paramétrée par

1 () = (1) +iey (t) (resp. 77 (t) = y(t) —iey'(t))
alors il existe o > 0 tel que pour tout 0 <e <o, TNTF =T NI =@.

Démonstration. Supposons qu'’il existe s, t tels que y(t) = v (s) (on peut sup-
poser |t — s| < 1), alors

() = (v(s) + (t = 9)7' ()| = |7/ (s)llie = (£ = s)]
> |t — s

Par ailleurs, 7/ est continue sur R et périodique donc uniformément continue,
donc il existe n > 0 tel que

[ty —to] <np=>|¥(t1) =7/ (t2)] < 1.

Si |t — s| < 7, alors en appliquant le théoréme des accroissements finis a ¢ —
V() = (v(s) + (£ = 5)7/(s)) on a

() = (v(s) + (t = 5)7'(s))] < e Y (t) =2 ()t = s| < [t — s].

Ceci est impossible donc |t — s| > 7. Posons alors

o= inf  |y(t1) —(t2)].
3>[ti—ta|>n

Alors o est atteint par compacité de {3 > [t; — 2| > n} et continuité de
(t1,t2) — |y(t1) — v(t2)|, on en déduit que o > 0 par injectivité de 7.

Soit € < « et supposons qu'il existe s, ¢ tels que y(t) = v (s). Alors [t—s| > n
et on a

[y(t) =72 (s)] = [ (t) = (v(s) + i (5))]
> [y(t) —v(s)] = liev'(s)]|
>a—¢e>0.

On aboutit donc sur une contradiction, d’ot ' NI} = @. De méme, I NI, =
. 0

Montrons que C\ I" possede au plus deux composantes connexes. Pour cela,
posons £ < « et montrons que tout point de C\ T' peut étre relié par un chemin
aTT oua I'Z sans couper T.

Soit donc z € C\T.

Par compacité de T', la distance de z & I" est atteinte en un point y(¢p) et on a
2 —y(to) LY (to) (en dérivant t — |z — v(¢)|?).

Alors la demi-droite [y(¢g), z) rencontre I'T au point vF () ou ' au point
~Z (to). Supposons par exemple que nous soyons dans le premier cas et montrons
que [ (to), 2] ne rencontre par I'. Deux cas sont possibles :
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— y(to), & (to) et 2 sont alignés dans cet ordre. Alors si [y (o), 2] rencontrait
T, cela contredirait la minimalité de |z — ~y(to)].
— (o), z et v (o) sont alignés dans cet ordre. Alors si [y (to), 2] rencontrait
I', ce point serait également sur un F:, avec ¢’ < g, ce qui contredirait le
lemme.
Montrons maintenant que C \ I" a au moins deux composantes connexes.
Pour cela, il suffit de trouver deux points de C\ T" qui n’ont pas le méme indice
par rapport a -y. Choisissons i€ et —ie.

: SN Y AR V(1) e (VP A
Ind, (¢€)~Ind, (~ic) = 2im /_1/2 (7(75) —ie () + if) = ™ /—1/2 V(t) + €2 4

Le dénominateur ne peut s’annuler que si t =0 et ¢ = 0 car +ic ¢ T
Par ailleurs, hmtﬁo ’Y(t) = +/(0) = 1 donc il existe 6 > 0 tel que si |¢| <,

alors 5}?( (t)) > 5
On a alors, par changement de variable t = es,

c 4 ’)//(t) B d/e
S N ds
7 ) s+ ey R

7' (e5)

=— | ———1 (s) ds.

/ 2(es) 5 L[-0/2.6/e]
14+ 557 s

’ 7 . . . z . . /. Y 2 N
Or § a été choisi pour que l'intégrande soit inférieure a 1/(1 + %). D’ou, par
théoreme de convergence dominée,

1 v (es) 1 ds
7/]R 1+ 5 ()2) 1[_5/8,5/5](8)(18 c0 ;/R 1+82 _1

7' (t)
73 (t)+e?
elle est donc majorée indépendamment de ¢ et € par une constante, d’ou

/
t
5/ NMONFTINY
T Jo<<t V2(E) + € e—0

gig(l)(lndv(ie) —Ind,(—ie)) = 1.

D’autre part, la fonction (g, t) — est continue sur le compact [0, $] x {3 > [t| > 4},

Finalement, on a

Donc pour ¢ suffisamment petit, les indices sont distincts. O

Détails supplémentaires

Montrons que ’on peut se ramener au cas ou |y/(t)| = 1 pour tout ¢, quitte

a modifier la période de 7.
Soit
t
~ [ Wl
0
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I'abscisse curviligne de 7, qui est continue car v est C'. 4/ est continue et non
nulle donc s est strictement croissante sur R. Il s’agit donc d’une bijection et
on peut considérer 7 := vy o s~ !. On a alors

F(t) = (s (0 (57 (1)

On a donc |#/(t)| = 1 pour tout t.
Soit T := s(1), montrons que 4 est T-périodique. Pour ¢t € R, on a

sH() 1 sTHE)+1
7= [ p@lder [ lde= [T p@lde= s+ 1)
0 0 0
car vy est périodique. D’ou

FE+T) =705 (s(s7 (1) + 1)) = (7' (t) +1) = (s (1)) = F(1).

2.34 Théoreme de Kronecker

Référence :
— [EGNO7] page 213.

Théoréme.
On définit

Q, :={P € Z[X] | P unitaire,degP =n et z € Z(P) = 0 < |z| <1}

ot Z(P) désigne les racines complexes de P.
St P € Q,,, alors les racines de P sont des racines de l'unité.

Démonstration. Montrons dans un premier temps que §2,, est fini.

On note z1,..., 2, les racines de P et o1,...,0, les fonctions symétriques élé-
mentaires de P évaluées en (z1,...,2,).
Alors

P=X"— X" 4. . +(-1)"0,

et o, € Z.
Or |z;| <1 donc, pour 1 <p <n,

o= S sl Y 1_(">.

1<iy<...<ip<n 1<ir<.. <ip<n p

On en déduit que €, est fini.
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On considére désormais

et montrons que Py € Q,,.
Le coefficient de X"~ dans Py est (—1)"0,(2F,...,2F). Or 0. (X¥, ..., XF) est
un polynoéme symétrique & coefficients dans Z, donc par le théoréme de structure

des polynémes symétriques il existe @, € Z[ X1, ..., X,] tel que
or(XT, X = Q01 (X, X)), ey o (X, X)),
On en déduit, étant donné que o;(z1,...,2,) € Z,

Ur(zf,...,zfl) =Qr(01(21,--52n)y . y0n(21,-. ., 2n)) € Z.

On a donc Py € Z[X]. De plus, P est unitaire et ses racines sont les z¥ qui
vérifient 0 < [2¥| < 1. Par conséquent, Pj, € (,,.

Or ,, est fini donc ’ensemble des racines des éléments de €2,, est fini donc,
pour i € {1,...,n}, Iapplication

N* — C

n’est pas injective. On en déduit quil existe k # [ tels que 2F = zl et 2, # 0

i
donc zF7" =1 et 2; est une racine de I'unité. O

Corollaire.
Soit P € Z|X] unitaire et irréductible tel que Z(P) C D(0,1), ot Z(P) désigne
les racines de P.
Alors P = X ou P est un polynéme cyclotomique.

Démonstration. Supposons P # X. Alors P est irréductible donc 0 n’est pas
racine de P et, d’apres le théoréme de Kronecker, ses racines sont des racines
de I'unité. De plus, les racines de P sont simples car P est irréductible (sinon il
serait divisible par P A P’ non trivial) et donc P | X~ — 1 pour un certain N.

Or
XN _1= H d,
d|N
avec ®4 irréductible sur Z.
P # 1 donc P = ®;, pour un certain k. O

Corollaire.
Tout polynéome de Z[X]| unitaire ayant ses racines dans D(0,1) est un produit
de puissances de X et de polynomes cyclotomiques.
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Détails supplémentaires

Autre rédaction possible pour montrer que Py, € Z[X] :
Introduisons le polynéme Q. := X —Y* € Z[X,Y] et considérons Ry (X) :=
Resy (P(Y),Qr(X,Y)). P € Z[X] et Qr € Z[X,Y] donc Ry € Z[X]. Par

ailleurs,
n

Ry(X) = ﬁQk(X,Zi) =[x -2 = Pu(X)

i=1 i=1

donc Py, € Z|X].

2.35 Théoréme de I’élément primitif

Références :
— [Per96] page 87;
— [Esc04] page 89.

Théoréme.
Toute extension finie d’un corps fini ou d’un corps de caractéristique nulle est
monogéne.

Démonstration. Soit L/K une extension finie.

Si L est fini, alors le groupe multiplicatif de L est cyclique et si a en est un
générateur alors K (a) = L.

Soit maintenant K de caractéristique nulle. On commence par supposer que
L = Kz, y].
Pour trouver z € L tel que L = K|[z], on va chercher z sous la forme z = x + ty
avec t € K. On pose K’ = K|z], il s’agit de montrer que y € K'. Pour cela,
nous allons exhiber un polynéme de K'[X] dont un des coefficients est y.

Sim, et my, désignent les polynémes minimaux respectifs de x et y sur K, on a
my(y) =0 et my € K[X] C K'[X]. D’autre part, en posant F'(X) := m;(z —tX),
on a aussi F(y) = m,(z — ty) = my(x) =0 et F € K'[X]. On en déduit

X —y | pged(F,m,) dans L[X],

avec pged(F, m,) € K'[X]. Montrons alors qu’il existe t € K tel que pged(F, m,) =
X —y. Soit M un corps de décomposition de 7m,m,, il s’agit de montrer qu’il
existe t € K tel que y soit la seule racine commune de F' et 7, dans M.

Dans M[X], on a

=X —-o)[[(X-2:) et m=(X-y)[[(X-y)
i=2 j=2

n m
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d’ot
F(X)=(z—tX —a) [[(z = tX — )

=2
n

=ty — X) [[(x — @i + tly — X)).

=2

On choisit donc t # 0 tel que, pour tout 4, j,x — x; + t(y — y;) # 0. Montrons
qu’un tel t existe.

On a d’abord que 7, est scindé a racines simples. En effet, il est irréductible
dans K[X] et m, # 0 car car(K) = 0 donc pged(m,,m,) = 1 car sinon ce
polyndme de K[X] serait un diviseur strict de m,. On en déduit que, pour tout
J,y # y; et donc qu’on peut poser I’ensemble

5::{xi_x}.
Yy—Y;

On prend alors ¢ € K \ € non nul, ce qui est possible car £ est fini et K infini.
Pour le choix d’un tel ¢, on a bien

pged(F,my) = X —y € K'[X]

et donc y € K.
Onaalors z =z —ty € K', dou L = K’ et L est monogene.
On procede maintenant par récurrence pour montrer le théoreme.

Soit L = K(x1,...,x,), alors par hypothése de récurrence il existe a € L tel
que K(x1,...,2p-1) = K(a). On a alors L = K(«,x,) qui est monogene par
ce qui a été fait précédemment. O

Exemple. Soit L :=F,(X,Y"), on consideére le sous-corps de L défini par K :=
F,(X?,YP). Alors L/K n’est pas monogene.

En effet, [L : K] = p? car (X*Y7)o<; j<p—1 est une base de L/K mais si
x € L, alors 2P € K donc le polynéme minimal de z sur K divise X? — aP qui
est de degré p, donc L/K ne peut étre monogene.

Proposition.
Soit L/K une extension finie. Alors L/K admet un nombre fini d’extensions
intermédiaires si et seulement si L/K est monogéne.

Démonstration. = : Si K est fini, alors L est une extension monogene. On
suppose donc K infini.
Soit a,b € L, montrons que K (a,b)/K est monogene.
Pour tout ¢ € K, les extensions K (a + ¢b) forment des extensions inter-
médiaires entre K et K(a,b). Puisque K est infini, il existe ¢ # ¢’ tels que
K(a+cb) = K(a+c'b).
On aalors a+c'b € K(a+cb), d’oub(c'—c) € K(a+cb), donc b € K(a+ch).
On en déduit a € K(a + ¢b) et K(a+ ¢b) = K(a,b).

89



En procedant par récurrence comme dans la preuve du théoreme on prouve
que L est monogene.

< : Soit M un corps intermédiaire de L = K («) et soit P, Q les polynomes
minimaux de « respectivement sur K et M. Alors Q | P.
Soit M’ C M le sur-corps de K engendré par les coefficients de Q. Alors
le polynéme minimal de o sur M’ est @ donc [L: M] =[L: M’'] = degQ,
dou M = M'.
Les corps intermédiaires sont donc engendrés par les différents facteurs
unitaires de P dans L[X]. Ceux-ci sont en nombre fini, ce qui conclut la

démonstration.
O

2.36 Théoréeme de Lie — Kolchin

Référence :
— [CLO5] page 90.

Théoréme.
Tout sous-groupe connexe et résoluble de GL,,(C) est conjugué d un sous-groupe
du groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles T'.

On dit que V' C C™ est stable par G s'il est stable par tout élément de G.
On dit que G est irréductible si les seuls sous-espaces de C" stables par G sont
{0} et C™.

Lemme.
Un sous-groupe conneze, résoluble et irréductible de GL, (C) est commutatif.

Démonstration. G est résoluble, on pose m := inf{k > 1| D¥(G) = {I,,}}.
Supposons que m > 2.
On pose H := D™Y(@G), alors D(H) = {I,,} donc H est abélien. H est donc
cotrigonalisable, i.e. il existe P € GL,(C) telle que PHP~! C T. Quitte a
remplacer G par PGP, on peut supposer H C T.
Montrons que H est codiagonalisable. Soit V' C C”" le sev engendré par les
vecteurs propres communs a tous les éléments de H, montrons que V = C".
H C T donc ey € V, donc V # {0}. Il reste a prouver que V est G-stable :
Soit v vecteur propre de tout élément de H, soit g € G.
Alors Vh € H, h(g(v)) = g9~ *hg(v) et g thg € H car H < G (H = D™ }(Q))
donc g~thg(v) = v pour un certain A\. D’ott h(g(v)) = Ag(v) et g(v) € V.
G étant irréductible, V' = C™ donc H est conjugué a un sous-groupe du groupe
D des matrices diagonales inversibles, donc on peut supposer H C D.
Montrons que H est inclus dans le centre de G.
Pour h € H, on définit

(phtG—>H
g+ ghg™"
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©n est continue et G est connexe done ¢y, (G) est connexe.
Par ailleurs, ghg~' € H est diagonale de méme valeurs propres que h donc
vn(G) est fini, donc ¢ (G) = {h}, i.e.

Vh € HVg € G,hg = gh

ie. HC Z(Q).

Montrons que H est réduit & {I,,}.
Soit h € H,W # {0} un espace propre de h.
h € Z(G) donc W est G-stable donc W = C" car G est irréductible, donc
h = AI,.
Or H ¢ D(G) C SL,(C) donc A™ = 1. On en déduit que H est fini, or G
connexe = D(G) connexe donc H est connexe est donc H = {I,,}.

Ce qui précede est absurde donc m = 1 et G est abélien. O

Démonstration du théoréeme. Procédons par récurrence sur n.
Sin=1,GL,(C)=C*=T.
Supposons le théoreme démontré pour tout k <n — 1.
Si G est irréductible, d’apres le lemme il est commutatif donc cotrigonalisable.
Sinon, il existe V' C C™ G-stable de dimension p € {1,...,n — 1}.
Soit W un supplémentaire de V.
Quitte & changer de base, on peut supposer que les matrices de G sont de la

forme
g1 *
0 g2/
Alors
G — GL,(C) G — GL,_,(C)
g— g1 et gr— g2

sont deux morphismes continus donc ont pour image des sous-groupes connexes
et résolubles de GL,(C) et de GL,,—,(C) respectivement.

Par hypothese de récurrence, ils sont cotrigonalisables donc G aussi en conca-
ténant les bases obtenues. O

Détails supplémentaires

Lemme.
G connexe = D(G) connexze.

Démonstration. On pose

S :={l91,92] | 91,92 € G},

alors S est connexe comme image de (g1, g2) — 919297 'g5 * continue.
De plus, si S, = {s1-Sm | $; € S}, S est connexe comme image de S™ par

(g1,--+,9gm) ¥ g1+ gm continue.
Or D(G) =U,,>1 Sm et I, € Sy, pour tout m donc D(G) est connexe. [
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2.37 Théoréme de Molien

Référence :
— |Lei99al page 95.

Théoréme.
Soit G un sous-groupe fini de GL,,(C).
On note A = C[Xy,...,X,] et on pose

c : G — 6(4)
g — (PHP(gil(XlaaXn)))
ot (X1, ...,X,) estidentifié avec la colonne ayant pour coordonnées X1,..., X,

et . est le produit matriciel.
: ———
Le., si g7 = (uij)1<ij<n,

n n
U(g)(P)(Xl,,Xn):P Zul,ij,...,ZunJXj
j=1 Jj=1

Alors :
— o définit une action de G sur A et est & valeurs dans GL(A), on notera
o(g)(P) = g- P.
— Pour k € N, on note Ay, lespace des polynomes homogenes de A de degré
k. L’action de G sur A induit alors une action de G sur Aj.
— Finalement, on note Ag l’ensemble des points fixes sous cette action, i.e.

A ={Pc A, |VgeG,g-P=P}

et ax(G) = dim A
On a alors

+oo

1 1
DTN o
p—s Card G = det(Id — Xg)

Lemme.
Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie n et G un groupe fini.
Soit ¢ : G — GL(V) un morphisme de groupes.
On note
VY = () ker(e(g) —1d)
geG

Alors
1

dim VY = Cod G Z Trace ¢(g)
geG

Démonstration. On considere :

1

Pe = GardC Z ©(9)
geG

Montrons que pg(V) = V& :
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— Soit v € V, h € G, alors

oM (pe(v)) = gogg O #e(9)(0)

€G
1
= CardG Z ¢(hg)(v)
geG

=pa(v)
car g — hg est une bijection de G, donc pg(V) C V.
— Réciproquement, on a pg(v) = v pour tout v € V¢, donc V& C pg (V).
L égalité o(h)pg = pg pour tout h € G montre que pg? = pg, donc pg est un
projecteur d’image V&,
D’ou
rang pe = dim V¢ = Trace pg

D’ou le résultat par linéarité de la trace. O

Démonstration du théoréme.

— Montrons d’abord que o définit bien une action de GG sur A. On a :

(9-(g"-P)) =g (Plg"(X1,..., Xn)))
=Plg g (X1,..., Xy))

= P((99) " (X1, ..., Xn))

=(99')- P

et Id- P = P.

De plus, o(g) est clairement linéaire, donc o(g) € GL(A).

— Pour k € N, g- A C Ag, donc I'action de G sur A induit une action de G
sur Ag. Notons oy, : G — GL(A) le morphisme induit par o.

— Soit g € G. Observons d’abord que g est diagonalisable. En effet, le poly-
noéme X©24G _ 1 annule g et est scindé A racines simples.

Soit alors u € GL,(C) tel que la matrice de ugu~! dans la base (e, ..., en)
soit diagonale et soit A, ..., A, les valeurs propres de g.
Alors

n

1 1
det(ld — Xg) 1;[1 11— X
“+o0o
k=0
( >R A’:;) Xk

k=0 \ki+-+kn=Fk

I
.
=
iR
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D’autre part, si k1 +--- + k, = k, alors

on(ug ™t (X Xh) = A A X X

1 1

Il faut noter ici que ug™"u~" n’appartient pas forcément a G, et donc
1

pour que oy (ug~tu~!) ait un sens il faudrait prolonger I’action o) en une
action de GL,(C) sur A.

Donc A ... Afn st valeur propre de oy (ug™'u='). Or les X<t ... xkn
forment une base de Aj, donc

Trace(oy (g7 ")) = Trace(ok(ug 'u™t)) = Z AR\
kit-+kn=Fk
D’ou

1 — —1yy vk
det(ld— Xg) kZZOTrace(ok(g NX

En appliquant le lemme avec V = Ay et ¢ = oy, on obtient

1
dim AS = a;(G) = Cd > Trace(or(g™"))
geG

D’ou

“+oo —+o0
1
k —1y) vk
kgzoak(G)X = Cord E E Trace(or(g™ ")) X

k=0 geqG

1 = _
= emda Z ZTrace(ok(g Hx*

g€G k=0
1 Z 1
Card G rer det(Id — Xg)

2.38 Théoreme de Riesz — Fischer

Référence :
— [Bre05] page 57.
(X, A, 1) désigne un espace mesuré.

Théoréme.
Soit 1 < p < oo.
(i) LP(u) est un espace de Banach.
(i) Soit (fn)nen une suite d’éléments de LP(u) et f € LP(u) tels que fn LEEN
f. Alors il existe une sous-suite (fn, )ken €t g € LP(u) tels que |fn,] < g

-p.p. pour tout k et f, Lo
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Démonstration. — On suppose d’abord p = co.
Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans L (u). Alors pour k > 1, il existe
Ny tel que pour m,n > Ny, || frn— fnlloe < % 1l existe donc Ej négligeable
tel que

1
Iz
En posant E := J, Ex, on a u(E) = 0 et pour tout z € X \ E, (fn(2))nen

est de Cauchy donc converge vers un f(z). En faisant m — +oo dans
I'inégalité précédente, on obtient

Ve € X\ Ei,Vm,n > Ni, |fm(x) — fu(2)] <

1
Ve e X\ E,Yn> Ni, |f(x)— falz)] < T
On en déduit f € L>®(u) et ||f — fallz= < 7 pour tout n > Ny, d’ol

If = falle — 0.

— On suppose maintenant p € [1,4o0].
Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans LP(u). Puisque toute suite de
Cauchy admettant une valeur d’adhérence converge, quitte a extraire, on

peut supposer
1
VneN, |[[foy1 = fallp < on

car (fn)nen est de Cauchy. On pose alors
gn x> |fera(z) — fil@)l.
k=0

On a g, € LP(u) et, par inégalité de Minkowski,

n n —+o0
1 1
lgnllp <D firr = fillp <D o <D op =2
k=0 k=0

k=0

La suite de fonctions (g, )nen est croissante, positive et bornée en norme
p donc par théoréme de convergence monotone, il existe g € LP(u) tel que
(gn) converge vers g presque partout. On a alors, pour m > n > 0,

[fm (@) = fa(@)] < (@) = fma (@) + - + [ fug1 (2) = ful2)]
< 9(x) = gn—1().

On a donc que pour presque tout x, (f,(z))nen est une suite de Cauchy
dans C donc converge vers un certain f(x). Or, en faisant m — 400, on a

[f (@) = fn(@)] < g(2)

donc f € LP(u). Finalement, |f(x) — fn(z)|” — 0 p.p. et | f(x) — fu(2)|P <
g(z)P € L*(p), donc par le théoréme de convergence dominée, || f — fnll, —
0.

O

95



2.39 Théoreme de stabilité de Lyapunov

Référence :
— |[Rou09] page 138.

Théoréme.
Soit f € CLH(R™,R") telle que f(0) = 0. On note A := Df(0) de valeurs propres
distinctes \1,..., A\ et on suppose que les \; sont de partie réelle strictement

négative. Pour x € R™, on considére le probleme de Cauchy

Y = f(y)
{ Vol (2.8)

Alors 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable de[2.8 c¢’est-a-dire qu’il
existe V€ Vga(0) tel que pour tout x € V', y(t) tend exponentiellement vers 0
lorsque t — +00.

Démonstration. On introduit le systeme linéarisé

{102 29

on a z(t) = et.

D’apres le lemme des noyaux, x = x1 + - - + 1 avec x; € ker(A — \;I)™:.
On a alors

e = e exp(t(A — \I))x;
mj—1
et ( 3 g(A - Aﬂ)”) 25
p=0
Si || - || désigne la norme euclidienne canonique sur C”, on a
le ]| < DO+ [t])™5 ||
< Coe™A (14 [t)" |-
On en déduit

k
le ] <Y [leayll
=1

k
< Co(L )" | Do) | max |
j=1

Par équivalence des normes, il existe donc un polynéme P tel que

k
el < P([e]) | Y e | [la].
j=1
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Or pour tout j,$(A;) < 0 donc il existe a > 0 tel que la fonction ¢

P(|t]) (25:1 em()‘j)) e soit bornée sur R, par une constante C' > 0. On a

donc, pour z solution de 2.9
vt 20, [z(t)] < Ce .

0 est donc un point d’équilibre asymptotiquement stable de
On consideére 'application

b:R"xR" — R
“+o00
(x,y) |—>/ (etAx,etAy> dt.
0

Alors b est bien définie car

l(et Az, etAy)| < |letz]|||ety|| par Cauchy-Schwarz
< C%e7?|z|[lyll.

b est une forme bilinéaire symétrique, on note g sa forme quadratique associée.

Alors oo
¥z €R", q(z) = / etz dt > 0
0

et e € GL,(R) donc ¢ est définie positive. On en déduit que /q définit une
norme sur R”.

Pour y solution de on va montrer que (g o y)'(t) < —Bq(y(t)) pour
tout ¢ > 0 et pour x au voisinage de 0. En effet, en montrant ceci on aura

4 (€”'a(y(1))) < 0 donc, puisque ¢(y(0)) = q(=),

q(y(t)) < e Pq(x),

ce qui permettra de conclure par équivalence des normes.

On a

= 2b(y,r(y)) + 2b(y, Ay)

avec 17(y) := f(y) — Ay le reste de Taylor a l'ordre 1 de f (car f(0) =0). On a
alors

“+o0o
2b(y, Ay) = / 2(et‘4y, etAAy> dt
0

1

—[ly|I%.
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Par ailleurs, par Cauchy-Schwarz, on a |[b(y,r(v))| < v/q(y)/a(r(y)) et, r(y)

étant le reste de Taylor a 'ordre 1 de f,

Ve >0,3a >0, q(y) <a= (@) <evValy).

Pour ¢(y) < a, on a donc 2b(y,r(y)) < 22¢q(y). On en déduit par équivalence
des normes que pour ¢(y(t)) < a,

(goy)(t) < —Ba(y(1)).

1l reste & montrer que si g(x) < «, alors ¢(y(t)) < a pour tout ¢t > 0. En effet,
si ce n’est pas le cas on pose to := inf{t > 0| ¢(y(t)) = a}, on a donc

(qoy)(to) < —Ba <0,

et donc ¢(y(t)) > « pour un t < tg, ce qui est absurde. On en déduit que pour
q(z) < a, alors q(y(t)) < o pour tout ¢ > 0 et donc

(goy)(t) < e Piq(y(t)),

ce qui permet de conclure. O

2.40 Théoréeme des deux carrés

Référence :

— [Per96] page 56.

On pose ¥ := {a? + b* | a,b € N} et on considere Z[i] muni de N : z > 2Z,
i.e. N(a+ib) = a® + b2
N est multiplicative. De plus, n € ¥ <= 3z € Z[i],n = N(z), donc ¥ est
stable par multiplication et on retrouve (a?4b2)(c?+d?) = (ac—bd)*+ (ad+bc)?.

Théoréme.
Soit p premier, alors

PpEXY < p=2oup=1[4].

Lemme.
pEX < p nlest pas irréductible dans Z[i].

Démonstration. On commence par remarquer que pour z € Z[i], z est inversible
si et seulement si N(z) = 1. En effet, si N(z) = 1, alors zZ = 1 donc z est
inversible. Réciproquement, si zz' = 1, alors N(2)N(2') = N(1) = 1 donc
N(z)=1.
=:Sip=a?+b,onap=N(z)=z2zavec z=a+ibet N(z) = N(z) # 1
(car p est premier) donc z et zZ ne sont pas inversibles et p n’est pas
irréductible dans Z[i].
< Sip==zzavecz, 2 ¢ Z[i]*,ona N(p) = N(2)N(z') = p?> et N(2), N(2') #
1, donc p = N(2) (car p est premier), donc p € X.
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Démonstration du théoréme. 2 = 12 + 12 donc 2 € X.
On suppose p premier impair.
Z]i] est principal (car euclidien) donc
p est réductible <= (p) n’est pas premier
<= Z[i]/(p) n’est pas intégre.
Or Z[i] ~ Z|X]/(X? 4+ 1) donc
Z[i)/(p) = ZIX]/(X? + 1,p) = Fp[X]/(X? + 1).
D’on
(p) nest pas premier <= X2 + 1 est réductible sur F,
<= X?+ 1 admet une racine dans F,,
<= —1lest un carré de I,
= (-)7 =1
— p=1[4].
En effet, (_—1) = (71)1%1 :
P
Ilya % carrés dans F)¢ et ils sont tous contenus dans 'ensemble {z € F, |
ot = 1}, de cardinal au plus pT_l. Donc z est un carré de F); si et seulement

. p—1
sizz =1. O

Théoréme.
Soitn > 2 etn= HpeP p’r("™) sa décomposition en facteurs premiers.
Alors n € ¥ si et seulement si pour tout p € P vérifiant p = 3[4], v,(n) est
pair.

Démonstration. < : X est stable par multiplication et un carré est dans 3.
= : Soit p = 3[4], montrons le résultat par récurrence sur v,(n).
Si vp(n) =0, c’est bon.
Sinon, p divise n = a4+ b2 = (a+ib)(a —ib) et p est irréductible dans Z[]
(car p ¢ X)) donc on peut supposer sans perdre en généralité que p divise
a+ib. Mais p € Z donc p | a et p | b, donc p? | n.
Si on pose a = pa’ et b = pb’, alors p% =d?+V? e 3 etuy, (1%) =
vp(n) — 2 = 0[2] par hypothése de récurrence.
Donc v,(n) = 0[2].
O

Détails supplémentaires

Z[i] est euclidien :
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Soit ¢,z € Z[i] \ {0}, alors 2 = x + iy € C.
Soit ¢ = a +1ib € Z[i] tel que |z —a| < § et [y —b| < 3.

Alors
2
z g <1

24l <
¢ q‘*

Soit 7 := z — gt € Z[i], alors
z
rl = [¢|5 —a| <1

donc N(r) < N(¢).
Dot z = gt + 1 avec N(r) < N(t).

2.40.1 Variante du théoréme des deux carrés

Il s’agit de donner une condition nécessaire et suffisante sur n € N pour que
I’équation diophantienne 22 + 2y? = n admette une solution.

On pose X := {a%+2b? | a,b € Z} et on considére Z[iv/2] munide N : z +— 2z,
i.e. N(a+ibv/2) = a® + 2b%. On a alors N(Z[iv2]) = X.

N est multiplicative donc X est stable par multiplication.

Théoréme.
Soit p premier, alors

pEX < p=2oup=1 ou 3

Lemme.
pEY <= p nlest pas irréductible dans Z[i\/2)].

Démonstration. On commence par remarquer que pour z € Z[i\/i], z est inver-
sible si et seulement si N(z) = 1. En effet, si N(z) = 1, alors zz = 1 donc z
est inversible. Réciproquement, si zz’ = 1, alors N(z)N(z') = N(1) = 1 donc
N(z) =1
=:Sip=a?+2% onap= N(z) =2z avec z = a +iby/2 et N(z) =
N(Z) # 1 (car p est premier) donc z et Z ne sont pas inversibles et p n’est
pas irréductible dans Z[iv/2].
<:Sip =2 avec 2,2/ ¢ Z[iv2]*, on a N(p) = N(2)N(2') = p? et
N(z),N(z') # 1, donc p = N(z) (car p est premier), donc p € X.
O

Démonstration du théoréme. 2 = 0% +2 x 12 donc 2 € X.
On suppose p premier impair.
Z[i\/2] est factoriel (car euclidien) donc

p est réductible <= (p) n’est pas premier
= Z[iv2]/(p) n’est pas integre.
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Or Z[iv2] ~ Z[X]/(X? + 2) donc

Z[iv2]/(p) = ZIX]/(X? + 2,p) = F,[X]/(X* +2).

D’ou
) s 2 , .
(p) n'est pas premier <= X* + 2 est réductible sur I,
<= X2+ 2 admet une racine dans F,
<= —2 est un carré de [,
-2
p
Or

(3)-0 () -comions

p2—1

On a alors (—1)17771 =1 <= p=14]et (-1)" 5 =1 <= p==+1[8], donc

(;) — 1« p=1ou3l

Théoréeme.
Soitn >2 etn = HpeP p’» ("™ sa décomposition en facteurs premiers.
Alors n € 3 si et seulement si pour tout p € P vérifiant p = —1 ou — 3[8],
vp(n) est pair.

Démonstration. < : X est stable par multiplication et un carré est dans X.
= : Soit p = —1 ou — 3[8], montrons le résultat par récurrence sur v,(n).
Si vp(n) = 0, alors v,(n) est pair.
Sinon, p divise n = a? + 2b? = (a + ibv/2)(a — iby/2) et p est irréductible
dans Z[iv/2] (car p ¢ ) donc on peut supposer sans perdre en généralité
que p divise a + iby/2. Or p € Z donc p | a et p | b, donc p? | n.

Si on pose a = pa’ et b = pb’, alors o= a4+ 2b% € ¥ et v, (p%) =
vp(n) — 2 = 0[2] par hypothese de récurrence.
Donc vp(n) = 0[2].

O

Remarque. Cette démonstration s’adapte pour traiter 'équation 22 —dy? = p dés
que Z[V/d] (avec convention /—1 = i) est euclidien, il suffit alors de calculer (%)
pour avoir le résultat. C’est le cas pour d = —2,—1,2,3,6,7,11,19. Toutefois,
pour d > 0, on va seulement avoir p réductible dans Z[\/&] < Ip € X, ce
qui ne donnera ’existence de solutions que pour +p. Cela vient du fait que la
norme d’un élément de Z[\/&] peut-étre négative pour d > 0. Par exemple, pour
d = 3, 3 est bien réductible dans Z[/3] mais 22 — 3y?> = 3 n’a pas de solutions
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car en réduisant modulo 3 on obtient que 3 | z, donc 2% —3y? = 3 a des solutions
si et seulement si 322 — y2 = 1 en a, or en réduisant & nouveau modulo 3 on
trouve que y? = —1[3], ce qui n’est pas possible. Par contre, 22 — 3y? = -3 a
une solution triviale.

Détails supplémentaires
7Z[i\/2] est euclidien :
Soit t, z € Z[iv/?2] \ {0}, alors 2 =z +iyy/2 € C.

t
Soit ¢ = a +1ibv2 € Z[iv/2] tel que |z —a| < 5 et |y —b| < 3.

Alors
E_ ‘< 1_’_1<1
o =ViTes o
Soit 7 := z — qt € Z[i/2], alors
z
rl = 141]F —a| < 1t
donc N(r) < N(t).

D’ou z = gt + r avec N(r) < N(t).

2.41 Un homéomorphisme réalisé par I’exponen-
tielle matricielle

Référence :
— [MT94] page 62.

Théoreme.
L’exponentielle sur M, (R) réalise un homéomorphisme entre S, (R) et ST+ (R).
L’exponentielle sur M,,(C) réalise un homéomorphisme entre H,,(C) et H;i+(C).

Démonstration. On fait la preuve dans C, celle dans R est analogue. Soit A €
H,,(C), alors il existe U unitaire telle que

A1 0
A=U U*
0 An
avec \; € R, d’ou
eM 0
expA=U U~,
0 etn

donc exp A € HT(R).
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Montrons maintenant que exponentielle sur H,,(C) est surjective dans H; *(C).
Soit A € H}T(C), alors

A 0
A=U U*
0 An

avec U unitaire et \; > 0, donc la matrice hermitienne

In A\ 0
B=U U*
0 In A,

vérifie exp B = A.

Montrons que exp : H,(C) — H+(C) est injective. Soit H; et Hy deux
matrices hermitiennes telles que exp(H;) = exp(Hsz). Puisque exp(H;) est un
polyndéme en Hy, alors H; commute avec exp(Hz). D’autre part, Hy est diago-
nalisable :

A1 0
Hy = PDP™' avec D = .
0 An
Soit @ un polynéme tel que Q(e*) = \; pour tout i, alors
Q(exp(Ha)) = Q(Pexp(D)P~") = PQ(exp(D))P~" = PDP™" = Hs,

donc Hj est un polyndme en exp(Hs) donc commute avec Hy. On en déduit que
H; et Hy sont diagonalisables dans une méme base :

H,=PD,P™' et Hy=PDyP ' avec Dy et Dy diagonales réelles.

Donc exp(D1) = exp(Ds) et les valeurs propres de H; et Hy sont réelles donc
D1 == DQ, d’ou H1 = HQ.

L’exponentielle étant continue, il reste a établir que sa réciproque est conti-
nue. Soit (A4,)pen une suite de H;'*(C) convergeant vers A € H;7+(C), on note
A, = exp(B)p) et A = exp(B) avec B, et B hermitiennes, il s’agit de montrer
que (B,)pen converge vers B.

On munit M,,(C) de la norme induite par la norme 2. On dispose alors d’un
lemme :

Lemme.
Soit A € H,(C), alors ||All2 = p(A), ot p désigne le rayon spectral.

Utilisons ce lemme pour montrer que la suite (B,)pen est bornée, on mon-
trera ensuite qu’elle admet une unique valeur d’adhérence pour conclure.

Les matrices A, sont définies positives, donc leurs valeurs propres sont dans
10, +00]. De plus, la suite (A,)pen converge vers A donc est bornée, or p(A4,) =
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|| Apl|2 donc les valeurs propres des A, sont bornées. De méme, la suite (A, *),en
converge vers A~! donc les valeurs propres des A, I sont bornées. On en déduit
que les valeurs propres des matrices A, sont contenues dans un compact de
10, +oo[. En considérant I'image par le logarithme de ces valeurs propres, on
obtient que les valeurs propres des matrices B, sont bornées. De plus, p(Bp) =
|| Bpll2, donc la suite (B,)pen est bornée.

Soit maintenant By € H,(C) une valeur d’adhérence de (B))pen, alors,
par convergence de (Ap)pen vers A, exp(By) = exp(B) et donc By = B par
l'injectivité prouvée précédemment. La suite (B))pen est donc bornée et admet
B comme unique valeur d’adhérence donc converge vers B. O

Démonstration du lemme. A € H,(C) donc A est diagonalisable dans une base
orthonormée (eq,...,ey,). Si A\1,..., A\, désignent les valeurs propres de A et si
X :=x1e1 4+ -+ zhe, est un vecteur de C" de norme 1, on a

n n

IAXIIE = > el wl® < p(4)° Y |aal® = p(A)?,

k=1 k=1

done [|All> < p(A).
Soit k tel que p(A) = |Ax|, alors

p(A) = |Ax| = [[Aex ]2,

d'ou [[Allz = p(A). O
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Chapitre 3

Autres développements

3.1 Classification des groupes de pavage du plan

Référence :

— [Gob98] page 311.

On se place dans P un plan affine euclidien et on considere P son plan
vectoriel euclidien associé.

Un réseau est un sous-groupe additif R C P ayant les propriétés :

— R engendre P comme espace vectoriel

— Toute partie bornée de R est finie.

Proposition.
Les réseauz sont les sous-groupes additifs de P dela forme Zi & ZJ, U et U non
colinéaires.
Soit R un réseau, U de norme minimum parmi les vecteurs non nuls de R, U
de norme minimum parmi les vecteurs non colinéaires a u. Alors R = Zu @ Zv.

On note T'(P) le groupe des translations de P.
Un sous-groupe G de Isom(P) est un groupe de pavage si T := G NT(P) est
formé des tz ou W décrit un réseau R de P.

Théoréme.
Soit G un groupe de pavage inclus dans Isom™ (P) (i.e. G est composé de dé-
placements).
Soit T le sous-groupe des translations de G et R le réseau associé.
On note G le groupe des rotations vectorielles de G.
Alors :
— G est cyclique d’ordre n € {1,2,3,4,6}.
~-G=TxG
1l y a donc 5 groupes de pavage composés de déplacements a isomorphisme
preés.
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Le produit semi-direct est le méme que celui de Isom(P).

Démonstration. Soit f € G. Pour tout ¥ € R, ftgf ' = tz

(@

) € G, donc

f(@) € R, donc R est stable par f.
Soit (@, ¥) une base de R. Alors

2 a b
Mat(z.5)(f) = (C d)
est a coeflicients entiers.
Or f € Isom™ (P) donc f est une rotation d’angle 6 et on a :
Tr(f)=a+d=2cosf € {-2,—-1,0,1,2}, d’ott :
2 2r m 2w W T
96 777_777a_777,_7ao
{77 3°7° 32 2°3 3 }

Le groupe G est donc un groupe de rotations vectorielles fini, donc cyclique

(car isomorphe & un sous-groupe de C*) d’ordre appartenant a {1,2,3,4,6}.

Décrivons maintenant G en fonction de 'ordre n de G. Pour cela, on définit :

Ezz{MeP/rM ::rot<M,2§>EG}

et on va étudier 'action naturelle de T" sur £.
2T

On pose aussi G =< r > ol r est la rotation vectorielle r := rot ()
n
Sin =1, alors G =T. On suppose dorénavant n > 1.
Montrons que £ est un réseau affine dont le réseau vectoriel associé & est
image de R par I'application linéaire (id — r)~*.
Soit 2 € £. Alors

Mel < ryeG — t@::er;ZlET
e
Cherchons le lien entre QM et w.
On a
tuj’l"Q =Tym = tm Tth

L’expression de gauche donne r3;(2) = Q + .
Soit N = t:73(Q) le symétrique de M par rapport a €2,

i.e.
—
’I"M(Q) = TQ(N) + QM
Alors
—
ro(N)+ QM = Q+ 40 = rq(Q) +
D’ou

@ = r(QN) + QM = (id — r)(QM)

On en déduit
Meé& — QM= (id—r) (@)

pour un certain W € R.
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— Supposons n = 2, alors r = —id.
€ est donc I'image de R par ’homothétie vectorielle de rapport %
Il y a ici 4 orbites pour laction de T : si (@, 7) est une base de R, les 4
orbites sont Q+R, Q+ 0+ R, Q+ 37+ R et Q+ i+ 37+ R, ou Q € R.

— Supposons n € {3,4,6}.
Soit % un vecteur de R de norme minimum et 7 = r(@). Alors 7 € R et
|||l = ||@]| donc ¥ est aussi de norme minimum non colinéaire & @, donc
(1, T) est une base de R par la proposition.
2im
On pose ¢ := exp <>, on a ¢ € {i,j,—5°}.
n

Prenons la bijection définie par :

C—P
a+ bl — Q+ atd + bU

oua,beR.
Alors le réseau affine Q + R est formé des points dont l'affixe est dans
lanneau Z[(].

Le réseau & est formé des points dont l'affixe est ou z € Z[(] car

ici.

- z
(id — r)~! est identifié & z — T

On veut maintenant compter le nombre d’orbites pour ’action de T'.
Sin =6,
1 1 1 o -

[l p (=57
donc £ =R et il n’y a qu’une orbite.
Sin=4,

1 1 142
-1 2 #Zl

donc il y a 2 orbites (2.1 € Z[4]).
Sin =3,
1 1 1—342

== ¢

donc il y a 3 orbites.

Détails supplémentaires

— La deuxieme partie de la preuve peut sembler un peu obscure et on com-
prend mieux ce qu’on fait si on a la représentation graphique en téte. Cette
représentation consiste a considérer pour chaque valeur de n un pavage du
plan qui est préservé par G. Le dénombrement des orbites de 'action de
T sur les centres de rotations de G revient alors a compter le nombre de
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ces centres de rotations dans chaque parallélogramme porté par les vec-
teurs de base du réseau associé au pavage (ce parallélogramme est appelé
domaine fondamental du réseau).

— Démonstration de la proposition.

— Soit (,7) une base de P et R := Zi & Z7.

Alors R engendre bien P.
Les normes étant équivalentes, on choisit la norme infinie :

[ + y ]| = max(|z[, |y|)

Alors toute partie bornée pour cette norme est finie, donc R est un
réseau.

Soit R un réseau et r > 0 tel que {@ € R\ {0} / ||| < r} # 0.

Cet ensemble étant fini, il existe 4 dans cet ensemble de norme mini-
mum.

De méme, il existe ¥ € R de norme minimum parmi les vecteurs non
colinéaires a u.

Montrons que R = Zu ® 7.

Soit @ € R, @ = x@ + yT avec (x,y) € R?.

Soit (p,q) € Z? tel que

o —pl < 5.y —al < 3
opl < ly—ql <=
pl<gly—dal <3

Posons

-,

A=x—pu=y—qgW: = i+uveR
On a .
W< [Al[all + el 7
avec égalité si et seulement si A\l et u¥/ sont colinéaires, donc si et seule-
ment si A =0 ou p = 0.
Donc pour A, 4 non nuls, on a

- . . 1. . N .
W< AUl + [ellizl < Sl + 191) < (9]
Sous ces conditions, W doit donc étre colinéaire a i, ce qui contredit

1 # 0. Donc = 0 et |[W]| < L[| < |||, d’oit A = 0, ce qui conclut la
preuve.

O
3.2 Densité des fonctions continues nulle part
dérivables
Référence :
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— [Gou08] page 401.
On note I :=[0,1] et € := C([0, 1], R) muni de la norme infinie.

Théoréme.
Le sous-ensemble de C des fonctions continues nulle part dérivables est dense
dans C.

Démonstration. Pour € > 0 et n € N on considere

Les

1.
2.

3

— f(x
Uepp = {feC|Vz€I,EIyEI,O< ly — z| < e, ‘f(y;_g];()’ >n}.
étapes de la preuve sont les suivantes :
Ue,n est un ouvert de C.
U, est dense dans C.

. L’ensemble des fonctions continues nulle part dérivables contient une in-
tersection dénombrable d’ensembles U, ,, ce qui permettra de conclure
par le théoréme de Baire.

. Montrons que le complémentaire F ,, de U, dans C est fermé. On a
Fs,n:{fec | 3$€E,Vy€[,|y—$| <g, |f(y)_f<x)| Sn|y_$|}
Soit (fp)pen une suite de F,, convergeant vers f &€ C, montrons que

fEF .
Pour tout p € N, f,, € F,,, donc il existe x,, € I tel que

Yy el, |y*xp| <§g, |fp(y)*fp(‘rp)| §n|y*xp|'

La suite (x,) prend ses valeurs dans le compact I donc quitte & extraire
on peut supposer qu’elle converge vers x € I.

Soit y € I tel que |y — x| < . Il existe P € N tel que |y — z,| < € pour
tout p > P. Ainsi

Vp > P, |fp(y)*fp(xp)| Sn\y*l“p\.

En faisant tendre p vers I'infini on a alors | f(y) — f(z)| < n|y—z|. En effet,
la suite (f;,) converge uniformément vers f continue donc fy,(z,) — f(z).
On en déduit que f € F, .

. Soit désormais f € C et § > 0. Pour montrer que U, ,, est dense, il s’agit
de trouver g € U, tel que ||f — g|loc < 6. Cherchons g sous la forme
x> f(z) + dsin(Nzx). On a bien ||f — gllco < 9.

Soit x € I. Pour y € I on a

sin(Ny) — sin(Nz)
y—z

>4

’g(y) —g(x)
y—a

_‘f(y)—f(x)_
y—z
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Le but étant de minorer ce terme par n pour un y proche de z. Il est alors
nécessaire d’encadrer |y — z|.

Pour tout N > 4r, il existe y € I tel que
2 < |Nxz — Ny| < A4rx et |sin(Nz) —sin(Ny)| > 1.

On a alors

27r<|_‘<47r

N = TYIEN

Do (y) — g(x) IN N
g\y) —g\x
LSS A NS | genm— — —
‘ P 1) @5

Or f est uniformément continue sur I compact donc :

G0 €0, Vwg) € P le—yl <a, |F(@)~ fW)] < °.

En choisissant N tel que % < «, on a alors

5N

‘ 9(y) — g(x) LA
81

y—x

Puis en choisissant N tel que ‘;—]X > n on obtient la minoration souhaitée
etonabien 0< |y—z| <a<e.

3. Posons

R .= m Ul/n,n-
neN*

Alors, par le théoreme de Baire, R est dense dans C complet comme in-
tersection dénombrable d’ouverts denses.

Soit f € R, montrons que f est nulle part dérivable.

Soit x € I. Pour tout n, f € Uy, donc

>n.

1 ‘f(x)—f(xn)

Vn e N* 3z, € I,0 < |z — x| < —,
n T -z,

Donc z,, — z et ‘w

— 400, donc f n’est pas dérivable en x.
Finalement, f est nulle part dérivable.

O

3.3 Espace de Sobolev H!(I)

Référence :
— [Bre05] page 123.
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Soit I := ]a, b[ un intervalle ouvert borné non vidé de R. On note
HY(I):={ue L*(I) | 3v e L*(I),Vp € C;”(I),/ucp' = —/’U(p}.
I I

Lorsqu'un tel v existe, il est unique et on le note u’. On munit alors H(I) du
produit scalaire

HYI)x HY(I) — R

{(u, v) g1 — /uv+/u’v’
I I

et on note || - || g1 la norme associée, elle vérifie
lullfn = llullZ> + llwlZ--

Théoréme.
On a les propriétés suivantes :

(i) H*(I) est un espace de Hilbert.
(ii) HY(I) s’injecte de fagon compacte dans C(I).

Démonstration. (i) H'(I) est un espace préhilbertien, il suffit donc de mon-
trer qu’il est complet.
Soit (tn)nen une suite de Cauchy de H'(I). D’apres la définition de la
norme || - ||z, (Un)nen et (ul,)nen sont de Cauchy dans L2(I) qui est
complet, donc admettent des limites respectives u et v. Montrons que
v=u':pour ¢ € C(I), on a

[e —um] < o = el
I

par linégalité de Cauchy-Schwarz, d’ott [, vy = lim,, o [, u,¢. On a

donc
/vcp: lim —/ungo': —/ugo’
I n—+o0 I I

pour la méme raison. On en déduit que u € H(I) et on a ||u—uy, || P
n—-+0oo

0, d’ou le résultat.

(ii) Montrons d’abord que tout élément de H'(I) a un représentant dans C().
Pour u € H'(I), on pose

() = /x oL

I est borné donc @ est bien définie et ¢’est une fonction continue sur [a, b].
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Montrons que @ € H'(I) et que @' = v’ : pour p € C°(I), on a

/w_// ) dt ! () da
/ / x)dxu'(t)dt par Fubini

= /—cp( Ju'(t)dt car ¢ est & support compact,
I

d’ott le résultat. On en déduit qu’il existe C' € R tel que v = @ + C p.p.,
et donc que u admet un représentant continu. On remarque qu’on a aussi

ww—u@r:mw—a@w=/3ﬂww

Montrons que I'injection qu’on a obtenue dans C(I) est compacte. Soit B
la boule unité de H(I), montrons que B est relativement compacte dans
C(I) grace au théoreme d’Ascoli.

— B est ponctuellement bornée : pour = € [a,b] et u € B, on a

1 b

! /b /Iu’(t)dt—u() d

v—al, \J, y) | dy
b xT , 1

t)dtdy — ——

<pp [ w52 [

b 1
S/Nwma+——/m

SVb—alldlls + =
<WVb-a+—=

u(@)| =

Hu||2 par Cauchy-Schwarz

\ /b —
Vb—a
— B est équicontinue : pour z < y € [a,b] et uw € B, on a
Y /
u(o) ~ uw) < [ WO]dt < Vi
x
d’ou le résultat. B
Par le théoréme d’Ascoli, B est relativement compact dans C(I) donc

I'injection H'(I) < C(I) est compacte.
O
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Détails supplémentaires

— Montrons 'unicité de u’' : soit v,w € L? telles que

Vo € C(I), /ucp’:—/vgoz—/uup.
I I I

Alors pour tout ¢ € C*(I), [,(v —w)p =0, dott v = w.

Lemme.
Soit f € L}, telle que

VoeCr(I /f(p—O

Alors il existe une constante C telle que f = C p.p.

Démonstration. Soit ¢ € C(I) telle que [, 1 = 1. Alors pour tout w €
C(I), il existe ¢ € C°(I) telle que

e ([

En effet, h :=w — ([, w) ¢ est dans C2°(I) et [, h =0 donc h admet une
primitive a support compact. On a alors

o= [1¢'= [1(w-v [w).

et donc, pour tout w € C°(I),

0—/fw // y)dydz par Fubini
)

Donc f = fI fY=:C p.p. O

3.4 Inégalités de Kolmogorov

Références :
— [Gou94] page 81;
— [EGNO3] page 259.

Théoréme.
Soit f € C"(R,C),n > 2.

Pour k € {0,...,n}, on note My = sup |f*)(z)].
z€R
On suppose que My et M, sont finis.

Alors pour tout k € {0,...,n} :
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(i) My est fini
(1t) My < /2MyM,

k(n—k) 1—k

k
(iii) My, <277 My "My .

Démonstration.

(i)

Soit € R. Pour tout i € {1,...,n — 1}, d’apreés l'inégalité de Taylor-
Lagrange, on a :

= f(a) — i () — e — (n-1) My
‘ﬂx+w f@) —if' () ) <
D’ou, par inégalité triangulaire,
‘n—1 ‘n
) e b ) 1" Mn
< 2M, + n" M,
n!

Si on note X () le vecteur colonne de C"~! dont les composantes sont les

(k) "M,
f '(x),k €{l,...,n—1}, on en déduit || AX (2)|cc < K := 2M0+n ' i
! n!

ol :

1 1 1

2 22 gn—1

A:
n—-1 (n—-12 .- (n—1)""1

A est inversible car son déterminant est de Vandermonde, donc :
VreR, [[X(2)]o < [ATHK

Les M} sont donc finis.

Soit & € R, soit h > 0, par 'inégalité de Taylor-Lagrange on a :

£+ h) = £(2) = hf(a)| < 2202
et :
Fo—h) = £(@) +hf ()| < 2202
D’ou :
£l B) — fla— B) — 20f'(2)] < B0y
o 0| (x)| < W2Ma + | f(x + h) — f(a — B)| < B>My + 20y
On en déduit M, < % n % pour tout .
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(iii)

[2M
Le membre de droite étant minimal en h = WO, on obtient :
2

M, < /2MoM-

Montrons le résultat par récurrence sur n.
Pour n =2 et k = 1, le résultat a été prouvé en (ii), pour k =0ou k =n
c’est évident.

Supposons le résultat vrai jusqu’au rang m et considérons f de classe
cmtL,

Soit j € {1,...,m}. En appliquant le cas n =2,k =14 fU~Y ona:
M7 <2M;_1M; 4y
Par hypothese de récurrence dans le casn=j,k=j—1,on a :
i1 1 gt
Mj_y <277 My M;’
Par ailleurs, par hypothese de récurrence danslecasn=m+1—j, k=1

sur la fonction f), on a :

m—j

1
mEl—j m+1—j
M; M

m—j

Mj+1 <272

On obtient alors :

9 mt1 1 =l +7"_:_Ij . 7+11 .
J 7T mEI—j prmti—j
M2 < 2% M3 M, M

En élevant le résultat a la puissance %, on obtient finalement :

jmt1—g) 1L
) —_— m—+41 m—+1
M; <2 2 M, Mm+1

ce qui conclut la récurrence.
O

3.5 Irréductibilité des polynémes cyclotomiques

sur Q

Référence :

[Gou09] page 92.

Théoréme.
®,, est irréductible sur Q.
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Démonstration. Montrons d’abord que ®,, s’écrit sous la forme :

®, = ﬁ F;
i=1

avec F; € Z[X] irréductible sur Q.
Q[X] est factoriel donc il existe un unique r-uplet (Gy,...,G,) d’irréduc-

tibles de Q[X] tel que :
o, =[]G:
i=1

De plus, pour tout ¢ € {1,...,7}, il existe ; € N* tel que o,;G; € Z[X].

On a alors : . .
i=1 i=1

Or ®,, est unitaire donc, si ¢ désigne le contenu d’un polynome de Z[X],
d’apres le lemme de Gauss,

H o =c ((H ai> <I>n> = Hc(aiGi)

Posons, pour i € {1,...,r},
F = a;G;
C(OziGi)

Alors pour tout i € {1,...,r}, F; € Z[X] est unitaire et irréductible sur Q
et : i,
o, =[] F
i=1

Montrons maintenant par récurrence sur s la propriété suivante : pour tout
entier s > 1, pour tout entier k£ premier avec n et de décomposition en facteurs
premiers k = p; - - - p, et pour toute racine & de Fy, on a I} (¢F) = 0.

- s=1.
Soit € une racine de Fj et soit p un nombre premier tel que p f n.
Montrons que F;(£P) = 0.

& est une racine de ®,, donc est une racine primitive n-ieme de 1'unité.
Comme pAn =1, £P est également une racine primitive n-iéme de 'unité

donc une racine de ®,,. Il existe donc i tel que F;(¢P) = 0.

Les polynomes F;(X) et F;(XP?) ont £ comme racine commune donc ne
sont pas premiers entre eux dans Q[X].
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Or F est irréductible sur Q donc F;(X) | F;(X?) dans Q[X]. De plus,
le coefficient dominant de F; est inversible dans Z, donc en effectuant la
division euclidienne dans Z[X] et par unicité de celle-ci dans Q[X], on en
déduit que :

Fi(X) | F;(X?) dans Z[X].

Si on note, pour P € Z[X], P € F,[X] la classe de P modulo p, on a alors
F(X) | Fo(X?) = Fi(X)? dans F[X].

Soit P € F,[X] un facteur irréductible de F; sur F,,. Alors P | F;", donc
par irréductibilité de P, P | F;.

On suppose que i # 1, alors P2 | ®, | X® — T, donc X" — T = P%S pour
un S € F,[X].

En dérivant, on obtient :

nX"" ' =2PP'S + PS5’
Donc P | nX™ ! | nX™ dans F,[X]. Or :
PIX"—1|nX"-n

D’ou P |7 # 0 (car pJn), donc P est constant, ce qui est absurde.
Finalement, i = 1 et Fy(&7) = 0.

— Supposons la propriété vérifiée au rang s > 1.
Soit € une racine de Fj et k = p; -+ - ps41 un entier premier avec n.
Alors py -+ - ps An =1 donc par hypothéese de récurrence, Fy(£PrPs) = Q.
De plus, ps+1 An =1 donc comme la propriété est vraie au rang 1 et que
&P1P= egt une racine de Fp, on a F((EPrP=)P=+1) = 0, d’on le résultat.

Pour conclure, fixons une racine £ de Fi. Alors £ est une racine de ®,, donc
ui(C) = {8 [kAn=1}.

Les racines de ®,, sont donc comprises dans celles de Fy, donc ®,, | F;. Or
Fy | @, et ces deux polyndmes sont unitaires donc F; = ®@,,, d’ott le résultat. O

3.6 Le folium de Descartes

Référence :

— [Rou09] page 237.

Soit f: (x,y) = 23 + y> — 3xy.
Soit C := f~1(0).

C est appelé folium de Descartes, le but de ce développement est de le décrire.

— Commengons par définir, dans ’équation de C, y comme fonction implicite
de x, lorsque cela est possible.
f est de classe C*° de R? dans R. Le théoréme des fonctions implicites lui
est applicable au voisinage de (a,b) si :
of

fla,b) =0et a—y(a,b) =3(0b*—a)#0

117



Il existe dans ce cas un voisinage V' de a, un voisinage W de b et une
fonction ¢ : V. — W de classe C* tels que :

(reViyeWet (x,y) €C) < (z €V et y=y(x))
La tangente & C' au point (a,b) a pour équation :
y—b=y(0)z—a)
Pour z € V, on a f(x,¢(z)) =0 donc :

d’ou : of
'(z) = _%(xvy
oy s Y
ie. )
/ rm =y
T _
¢ () e

La tangente & C' au point (a,b) a donc pour équation :

(a® = b)(z —a) + (b* —a)(y — b) = 0
Il y a deux couples (a,b) tels que g—g(a,b) =0: (a,b) = (0,0) et (a,b) =
(22/3,21/3) = A. Au point A, on a :

%(@b) =3@a®-b)=3-213#0

On peut donc exprimer  comme fonction implicite de y au voisinage de
ce point et puisque g—i(a, b) = 0, on a une tangente verticale en A.

A Torigine on a par contre g—i(a,b) = ch(av b) = 0 donc le théoreme des

fonctions implicites n’est pas applicable directement.

Donnons maintenant une représentation paramétrique de C. Pour cela, on
étudie 'intersection de C' avec la droite y = tx :

x> +y - 32y =0
Yy =tx

i.e.

{ 2?2(1+ )z —3t) =0
Yy =tx

La premiere équation en = a 0 comme racine double, ce qui donne le point
(z,y) = (0,0), et une troisiéme racine, si t # —1, qui donne le point :

(2.y) = 3t 3t?
LY\ 15 1+
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— Cette équation paramétrique nous permet d’établir le tableau de variation
suivant :

t | —oo 1 0 2-1/3 21/3 +o00

x| 0 S 400 || —oo S0 N 2230 N, 213 N, 0

y| 0 N —oo || 4oo N\, 0 4 2MF 0 4228 N, 0

Il y a donc deux passages par l'origine : I'un pour ¢ = 0, avec tangente
horizontale car y/x = t tend vers 0, et lautre déduit du premier par
symétrie par rapport & la premiére bissectrice (car f(a,b) = f(b,a)), avec
tangente verticale (correspondant ici & t — £00).

Etude de la branche infinie en ¢t — —1 : y/x = t tend vers —1 donc la
direction asymptotique est celle de la droite y = —z. De plus,

3P +3t 3t

—(=Dzx = = — -1
S e R N NE

donc x+y+1 — 0 pour t — —1 et la distance euclidienne du point (z,y)
a la droite d’équation ax + by + ¢ = 0 est |ax + by + ¢|/Va? + b2, donc la
droite d’équation = + y + 1 = 0 est asymptote a C.

On a enfin :

1+ (1+1¢)?

1= =
THYS 148 1—t+22

> 0 pour t # —1

donc C' est au-dessus de I'asymptote.
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3.7 Réduction des endomorphismes normaux

Référence :
— [Gou09] page 258.

Théoréme.
Soit E un espace euclidien, u € L(E) un endomorphisme normal.
Alors il existe une base orthonormale B de E telle que

A1
0
Ar
Matg(u) = D,
0
Dy
avec \; ER et D; = (Zj _ij> € My(R).
j j

Lemme.
Soit u € L(E) et F un s.e.v de E stable par u, alors F* est stable par u*.

Démonstration.
Vo € FYy € F- (u*(y)lz) = (ylu(z)) =0
car u(x) € F, donc u*(y) € F*. O
Lemme.

Soit u € L(E) un endomorphisme normal, soit Ex un sous-espace propre de u.
Alors E5- est stable par u.

Démonstration. u et u* commutent donc E) est stable par u*, donc Ei‘ est
stable par v d’apres le lemme 1. O

Démonstration du théoréme. On procede par récurrence sur n := dim E.

Pour n =1, c’est évident. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1.

— Si u admet une valeur propre réelle A, alors F' := Ef\- est stable par u
(lemme 2) et par u* (lemme 1). Comme u|p est normal et que dim F' <n — 1,
I’hypotheése de récurrence fournit une base orthonormale de F' qui, concaténée
avec une base orthonormale de E), donne la forme voulue pour u.

— Sinon, u est sans valeur propre réelle.

Soit A une valeur propre de u, on note

Pi=(X-A)(X —))=X2— (A +M)X + A\ € R[X].
Alors P | m, et donc N := ker((u — Aid)(u — Aid)) est non réduit & {0}. N est

stable par u et par u* car u* commute avec u. On pose v := u)y, on a v* = urN.
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Alors v*v est symétrique donc possede une valeur propre p € R. Soit x un
vecteur propre associé et F' := vect(z,u(z)).

u n’admet pas de valeur propre réelle donc dim F' = 2 et F est stable par u
car x € N donc

u?(z) = (A + Nu(z) — . (3.1)

Montrons que F est stable par u*. Par (1), on a que F = vect(u(z), u?(z))
car A\ # 0. On a alors

u*(u(z)) =v*v(zr) = pux € F

et
u (u3(2) = wou (u(x)) = u(pzr) = pu(x) € F.

Puisque (up)* = (u*)F, ujp est un endomorphisme normal d'un espace de
dimension 2. On dispose alors du lemme suivant :

Lemme.
Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soit u € L(E) un endomorphisme
normal n’admettant pas de valeurs propres réelles.
Alors pour toute base B orthonormale de E, on a

Matg(u) = (Z ab>
avec b # 0.

Ce lemme se prouve par le calcul en utilisant le fait que u n’est pas symé-
trique.

Il existe donc une base By de F' dans laquelle la matrice de u|r est de la
forme de celle du lemme. De plus, F' est stable par u et par u* donc F' est
stable par u* et par u d’apres le lemme 1.

ujp1 est normal et dim F' + = n —2 < n donc I'hypothése de récurrence
fournit une base B; orthonormale de F- qui, concaténée avec Bs, donne la
forme voulue pour u. O

Remarque. La premiere partie de cette démonstration montre qu’un endomor-
phisme normal d’un espace hermitien est diagonalisable dans une base ortho-
normale car C est algébriquement clos. Elle montre aussi qu'un endomorphisme
symétrique d’un espace euclidien est diagonalisable en base orthonormale car
toutes ses valeurs propres sont réelles.

3.8 Théoréme d’Ascoli

Soit (X, d) un espace métrique compact et (X', d") un espace métrique.
Soit E une partie de C°(X, X’).
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Définition.
— F est équicontinue si :

Vo€ X,Ve >0,3np>0,Vy € X,Vf € E,d(x,y) <n=d(f(x), fy) <e
— F est uniformément équicontinue si :
Ve >0,3n > 0,Vz,y € X,Vf € E,d(z,y) <n=d(f(z), fly) <e
— F est ponctuellement truc si :
Ve e X, {f(x), f € E} est truc

On rappelle que dans notre cas ou X est compact, équicontinue est équivalent
a uniformément équicontinue.

Démonstration. Il est évident que uniformément équicontinue implique équicon-
tinue.

Supposons E équicontinue.

Soit € > 0. Alors pour tout z € X, il existe 7, > 0 tel que :

Yy e X,Vf € E,d(zx,y) <n. = d'(f(z), fy)) <e

U B (x, %) est un recouvrement d’ouverts de X, et X est compact, donc
reX

n
il existe xy,...,2, € X tels que X = U B (x“ nz,i)_
i=1

. . May
On pose 7 := min =

Soit f € E et z,y € X tels que d(x,y) < 7.
Soit i € {1,...,n} tel quexEB(xi,nwi).
<

2

Alors d(z,z;) < 1y, donc d'(f(x), f(z;)) < e et :

Ny

d(y,z;) < d(y,z) +d(z,z;) <n+ 5

< N,

done d'(f(y), f(z;)) < e.
Finalement :

d'(f(x), f(y)) < d'(f(x), f(x:) +d'(f(2:), fy)) < 2¢
Donc FE est uniformément équicontinue. O

Théoréme (Ascoli).
E est relativement compact pour la topologie de la convergence uniforme si et
seulement si E est équicontinue et ponctuellement relativement compacte.

Démonstration.
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= : — Soit z € X, on note E(x) := {f(z), f € E}. Montrons que E(x) est
relativement compact.
L’application :

®,:C(X, X") — X'
fr— f(z)

est 1-lipschitzienne donc continue, donc E(x) = ®,(F) est compact (car
E est relativement compact).

Or E(x) C E(z) et E(x) est fermé donc est compact.

— F est relativement compact donc E est précompact.
N

Soit z € X,e>0et f1,...,fn € FE tels que E C UB(fi,e).

i=1

Pour tout i, f; est continue en z donc :
I >0,Vy € X,d(z,y) <n; = d'(fi(2), fi(y)) <e
On pose n := minn;, alors :
Vi, ¥y € X, d(z,y) <n=d'(fi(x), fi(y)) <e

Soit désormais f € E, alors il existe i tel que doo (f, fi) < €.
Soit y € X tel que d(z,y) < n, alors :

d'(f(2), f(y) < d'(f(2), fi(x) +d (fi(2), fi(y) + d'(fi(y), f(y)) < 3¢

Donc FE est équicontinue.

< : Soit (fn)nen une suite d’éléments de E. Le but est de montrer qu’il
existe une sous-suite de (f,,), qui converge dans (C°(X, X’), dw).
X est compact donc X est séparable. Soit D = {x, k € N} dense dans X.
E est ponctuellement relativement compact donc pour tout k£ € N, il existe
K}, C X’ compact tel que (fr(2x))neny C K.
( fn| p)nen est une suite de H K. compact par le théoréme de Tykhonov,

keN

donc il existe une sous-suite (fy,)ien qui converge ponctuellement sur D.
Montrons que (fp,(x))1en est de Cauchy pour tout z € X.
Soit € > 0, alors par équicontinuité de F il existe n > 0 tel que :

Yo,y € X,Vl € N, d(z,y) <n=d(fn,(x), fn,(y)) <e

Soit € X, D est dense donc il existe k tel que d(z, i) < 1. (fn,(@k))ien
converge donc est de Cauchy :

3Lk7VI7 ll Z Lk:7 d/(fnl (xk)u fnl/ (xk)) <e
D’ou, pour tout [,1’ > Ly,

d/(fm (l’), fnl/ (x)) < d/(fm (.T), fm (‘Tk)) + d/(fnz (xk)v fnl/(‘rk)) + d/(fnl/ (xk)v fnl/ (‘r))
< 3¢
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(fn, (2))1en est de Cauchy et E(x) est compact donc complet, done (fp, (2))1en
converge dans (X', d') vers f(x) pour tout z € X.

Montrons que la convergence est uniforme.

En conservant les notations précédentes, il existe N € N tel que X C

N
U Bx,n).
k=0

On pose L := max Ly, on a alors :
0<k<N

VI,LI' > LYz € X,d(fn,(x), fn, (x)) < 3e
En faisant tendre I’ — 0o, on obtient :

V> Ly dos(fu, f) < 3¢

3.9 Théoréme d’échantillonnage de Shannon

Référence :
— [Wil95] page 126.
On définit, pour u € S(R),

u(y) :/Ru(:ﬂ)e*%”ydx

la transformée de Fourier de u. Par densité de S(R) dans L?(R), on peut pro-

longer la transformée de Fourier & L?(R).
On définit :

11
BL? :={u€ L*(R) /supp 4 C I} ouI:= {—2, 2}
On définit aussi le sinus-cardinal sur R par :

. SIMIL o x #£ 0
sine x 1= T

1 sinon

Théoréme.
BL? vérifie les propriétés suivantes :
(i) BL? est un espace de Hilbert.

(ii) Tout uw € BL?* posséde un représentant dans Co(R) (i.e. u est presque
partout égale a une fonction de Co(R)).

(iii) La suite (sinc(. — k))xez est une base hilbertienne de BL>.
(iv) Pour u € BL?,
u(z) = Zu(k)smc(m — k),

keZ

la série convergeant uniformément et dans L?(R).

124



Lemme.
Siu e LY(R), alors @ € Co(R) et :

oo < flullx

Démonstration. Soit u € L'(R). Pour y € R, on a :

la(y)] < / ju(@))dz = [Jull

donc [|a][eo < [lulf1-

Par densité de D := {u € C>°(R) / supp u est compact} dans L*(R), il existe
une suite (u,) de D convergeant vers u dans L'(R). On a donc :

18— Unlloo < llu—unlly — 0
n—oo

De plus, u, € S(R) donc @, € S(R) C Cy(R). Or Cp(R) est fermé dans Cp(R)
donc @ € Cy(R). O

Démonstration du théoréme.

(i) Pour montrer que BL? est complet, il suffit de prouver que c’est un sous-
espace fermé de L2(R).
Soit (), une suite de BL? convergeant vers u dans L?(R).
Par continuité de la transformée de Fourier dans L2(R), (u,), converge
vers 4 dans L?(R), donc en particulier dans L?(Q) ot  := R\ L.
Par définition de BL?, i, = 0, donc djg = 0 et u € BL?.

(ii) Soit u € BL?2. Par définition, & € L*(I) donc @& € L*(I) (I de mesure finie).
@ =0 en dehors de I donc @ € L}(R).
Par inversion de Fourier, on a alors :

u(z) = / a(y)e*™¥dy  p.p.
R

= / a(y)e*™¥dy  p.p.
I

Par le lemme, u a un représentant dans Co(R).
On déduit aussi de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de 1’égalité de Plan-
cherel que, pour z € R,

lw(@)| < |laflLz@ = |l 2wy = lull2 )

donc
[ulloo < [lull2
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(iii)

Posons
2imkx 3
e si|z] <1/2
en(r) = { 0 sinon
On remarque que éx(y) = sinc(y — k).
D’ou, par conservation du produit scalaire,

/ sinc(z — j) sinc(z — k)dz = / ejer = /ejﬁ =0,k
R R I

La suite (sinc(. — k))gez est donc orthonormée.

Pour montrer que cette suite est une base hilbertienne de BL?, il suffit dé-
sormais de montrer qu’elle est totale, donc de montrer que son orthogonal
dans BL? est réduit a {0}.

Soit donc u € BL? tel que pour tout k € Z,

/Ru(x) sinc(z — k)de =0

O:/ue}:/ﬁek:/ﬁek Vk e Z
R R I

Donc 4(y) = 0 presque partout sur I car (e)rez est une base hilbertienne
de L?(R). Par conséquent, & = 0 donc u = 0 et (sinc(. — k))rez est totale.

On a alors :

Par (iii), on a, pour u € BL? et z € R,
u(z) = Z(u, sinc(. — k)) sinc(z — k)
kEZ

la convergence étant uniforme par I'inégalité prouvée a la fin de (ii).
En particulier, pour z = j € Z, on a

u(j) = (u, sinc(. —j))

D’ou le résultat recherché.

3.10 Théoréme d’inversion locale

Référence :

[Rou09] page 222.

Théoréme.
Soit E, F deux espaces de Banach.
Soit U un voisinage ouvert d’un point xg € E.
Soit f : U — F une application de classe C'.
Si Df(xo) est une bijection continue de E dans F, alors f est un C!-
difféomorphisme d’un voisinage V' de xo sur f(V).
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Démonstration. En posant g(z) := (D f(z0)) ' (f(zo+z)— f(x0)), on se rameéne
au cas ot B = F,xg = f(xz9) =0 et Df(0) =1d.
En effet :
Dg(0) = D(D f(20))~'(0) o D f (o)
= Df(x0)~" o Df(x0)
=1d

On pose désormais u(x) := f(z) — x, u est de classe C! et Du(0) = 0.
z — Du(z) est continue (car u est C!) donc il existe r > 0 tel que :

vz € B(0,r), ]| Du(z)] <

DO =

On a:
u(y) —u(z) = /0 Du(x +t(y — x)).(y — x) dt

donc u|p(o,r) est %—lipschitzienne.

Pour z,y € B(0,7), on a donc :

£@) = F)l =la +u(e) —y — uly)| > 5lz ]

Donc fip(o,r) est injective.
Soit a € B(0, 5),x € B(0,r), on a :

la —u(x)] < |af + [u(z) — u(0)]
1
<la| + §|33|

<r

Donc l'application 3-lipschitzienne 2 + a — u(z) envoie B(0,r) dans elle-méme
et B(0,r) est complet.
En appliquant le théoréme du point fixe, il existe un unique y € B(0,r) tel
que a — u(y) =y, c’est-a-dire a = f(y).
On pose W := B(0,%) et V := f~*(W) N B(0,r), alors fy est surjective
dans W qui est un voisinage de 0, donc f est bijective sur un voisinage de 0.
Pour z € B(0,r), ||Du(z)| < %, donc la série Z(—Du(z))k converge vers
k>0
linverse de Id + Du(z) = D f(z), donc D f(2) est inversible pour z € B(0,r).
Montrons maintenant que f~! est différentiable sur W.
Soit y,y0 € Wz, € V tels que f(z) =y et f(zo) = yo.
Alors :

Yy —yo = f(x) — f(x0) = Df(x0).(x — 20) + 0|2 — 0])
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Or:
x —xo| = [f(z) — fz0) — (u(z) — u(z0))|

1
§|y—y0|+§|$—$o|

Donc |z — x| < 2|y — yol, donc [f~(y) = F~ (yo)| < 2ly — wol, donc f7 est
lipschitzienne (et en particulier continue).
Donc o(|z — zg]) = o(|y — yol), d’ott :

D f(zo)-(x —x0) =y — yo + o|y — vol)
x—xo=Df(x0) " .(y — yo) + o(ly — vol)

Donc f~1 est différentiable en yo de différentielle D f(xq)~? .
Finalement, f~! est de classe C' sur W car Df~! est la composée des ap-
plications continues suivantes :

y= [ y) = DF(FH W) = DFF ()™ = D (y)

3.11 Théoréme de Burnside

Référence :

— [EGN09a]

Un groupe G est dit d’exposant fini s’il existe NV € N* tel que pour tout
geG,gN =e.

Théoréme.
Soit G un sous-groupe de GL,(C). Alors G est fini si et seulement si G est
d’exposant fini.

Lemme.
Soit K un sous-corps de C. Soit A € M,,(K) telle que Vk > 1,tr(AF) = 0.
Alors A est nilpotente.

Démonstration. Supposons A non nilpotente. On note Ay,..., A, ses valeurs
propres complexes non nulles distinctes et my, ..., m, leurs multiplicités res-
pectives.

Alors par trigonalisation de A sur C, on a

VE>1, 0=tr(A*) =) mAf.
=1
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mi

On en déduit que : est dans le noyau de la matrice de Vandermonde
my
Moo A
A2,
ANpo T
Or les A; sont distincts, donc c¢’est absurde. O
Démonstration du théoréme. = : Par le théoréme de Lagrange.

< : Soit (M, ..., M,,) une base du sous-espace vectoriel (G)c de M, (C),
avec M; € G. Considérons

f:G—Cm
A — (tr(AM;))1<i<m

Montrons que f est injective. Soit A, B € G tels que f(A) = f(B). Alors
VM € (G)c, tr(AM) =tr(BM)

par linéarité de la trace. En posant D := AB~! € G, on a, pour k > 1,
tr(D¥) = tr(AB~'DF 1)

= tr(BB~1D* 1)
= tr(DFY)
= tr(l,) par récurrence

=n.

D’ou

k
tr((D — I,)F) = tr _0<> 1)/ Dk

J

I
Mw

Il
o

k) 1)tr(DF7)
J

n(l -1k =o0.

J

Donc D — I, est nilpotente par le lemme.
Or G est d’exposant fini donc toutes ses matrices sont diagonalisables,
donc D est diagonalisable et D — I,, aussi. D — I,, étant nilpotente, D = I,
et donc A = B. f est donc injective.
Les valeurs propres d’éléments de G sont racines de XV — 1 donc sont en
nombre fini, donc les traces d’éléments de G sont en nombre fini. Donc
f(G) est fini et donc G aussi par injectivité de f.

O
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3.12 Théoreme des fonctions implicites

Référence :
— [Rou09] page 259.
Dans toute la suite, on note B, := B(0,7) C R" et B, := B(0,s) C RP.

Théoréme.
Soit U un voisinage owvert de (0,0) dans R™ x RP.
Soit f: (x,y) — f(x,y) une application de classe C' de U dans RP.
On suppose f(0,0) =0 et D, f(0,0) inversible.
Alors il existe r > 0,5 > 0 et un unique ¢ : B, — By tels que :

(x € By € Bs, f(z,y) =0) < (z€ B,y =)
De plus, ¢ est de classe C' sur B,.
Démonstration. On note A := D, f(0,0) et F,(y) :=y— A~ f(z,y). On a :
DF,(y) =1d — A™'D, f(z,y)

Donc DFy(0) = 0 et (z,y) — DF,(y) est continue en z et y, donc, pour des
certains r > 0 et s > 0, on a | DF,(y)|| < 3 pour z € B,y € B,.
Ona:

Donc par I'inégalité des accroissement finis, pour = € B,y € B,., on a :

1
1E () < 11501 + S 1yl
et  — F,(0) est continue donc, quitte & diminuer r, on a :

()]l < s

Donc F,(Bs) C B, pour x € B,.

B, est complet donc, d’aprés le théoréme du point fixe, il existe un unique
y € By tel que F,(y) =y, i-e. f(x,y) =0ety € By car Fy(y) =y et Fu(B;) C
B;.

Donc on a bien ce qu’on voulait en posant p(z) = y.

Montrons que ¢ est de classe C!. Soit x,29 € B, on pose y = p(x),yo =
(o), on a :

Y —yo = Fu(y) — Fuy(y0)
= (Fx(y) - Fz(yO)) + (Fm(yO) - Fmo (yO))
= F,(y) — Fal(yo) — A~ (f (@, 90) — f(z0,0))
On a: 1
12 (y) = Fayo)ll < 5 lly = woll
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et :
1/ (2, 90) = f (o, yo) | < M|z — ol
ot M = max || D, f(z,y0)|, d’ou :
llll<r

ly = woll < 2M A7 ||l — ol

i.e.
lo(z) = @(zo)|| < Clla — zo|
Donc ¢ est lipschitzienne donc continue sur B,..

|DF,(y)|| < % donc z:(DFm(y))]C converge vers U'inverse de Id — DF,(y),
k>0
i.e. Vinverse de A=*D,, f(x,y), donc D, f(x,y) est inversible.
f est différentiable en (g, yo) donc :

0= f(z,y)=f(0,90) = Do f(x0,y0)-(x—z0)+Dy f (20, yo)+o(l|lz—zol+[ly—yoll)
De plus, ¢ est lipschitzienne donc o(||z — zo| + |y — vol|) = o(||x — xo]|). D’ou :

o(x) — o(x0) = =Dy f(0,y0) ™" © Dy f (w0, y0)-(z — 20) + 0[]z — 20]|)

3.13 Théoréme taubérien fort

Référence :
— [Gou08] page 289.

Théoréme.
Soit (a,) € RY telle que a, = O(%).
On suppose que la série entiére > a,z"™ a un rayon de convergence > 1 et

que sa somme F vérifie lim, - F(x) =1 < co.
+oo

Alors > a, converge et Z a, = 1.

n=0

Démonstration. Quitte a remplacer ag par ag — [ on peut supposer [ = 0.
On consideére

+oo
®:={p:0,1] >R |Vzel01 n £l ny =0
¢ :[0,1] | Va € [0, [,T;)anw(x ) converge e zinlgr;an@(x )

On introduit la fonction g : [0,1] — R définie par g(z) := 11 1;(@).

Le but est de montrer que g € ®. En effet, on a 2™ < % des que n > —n2

Inz”
En notant N, := |—{22| on a
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et lim,_,;- N = 400. On a notamment la convergence de Y a,g(z™) pour
z € 0,1].

Nous allons d’abord montrer que toute fonction polynéme s’annulant en 0 est
élément de @, puis nous encadrerons g par deux fonctions polyndmes proches en
norme 1. Nous en déduirons le résultat apres un travail éprouvant de majoration
de " ang(x™) au voisinage de 1.

e Pour montrer que XR[X] C ®, il suffit de le vérifier pour tout mondéme
XF E>1.

3" a, (%)™ converge pour z € [0,1] et de plus

+oo too
Vz € [0,1], nz:%an(zn)k = F(2*) donc gcli>Hll* ;}an(x”)k =0.
e On veut encadrer g par deux polynémes P; tels que P;(0) = 0 et P;(1) = 1. On
écrit donc g sous la forme g(z) = = + x(1 — x)h(z), ce qui revient & considérer

h(z) :=

Ca(l-z) | 2

= sinon.
xr

g(x)—x{ L si0<z <
Soit € > 0. Il existe s et so deux fonctions continues telles que s; < h < s5 et
1
/ sa—s1 < €. De plus, par le théoréme de Weierstrass, il existe deux polynémes
0

t1 et ty tels que |t; — s;] < e sur [0,1]. En posant uy :=t; — € et ug := ta + ¢,
on a alors u; < h < us et

1 1 1
/’LI,Q—ulz/tQ—tl—FQSS/32—51+4€<5E.
0 0 0

On définit maintenant les deux polynémes p;(z) := = + z(1 — x)u;(z).
On a alors p;(0) =0,p;(1) =1 et p; < g < po. De plus,

_ p2(z) —pa(2)

le polyndéme ¢(x) : (1= 1)

1
= ug(z) —ui(x) vérifie / q < 5e.
0

e a, = O(2) donc il existe M > 0 tel que |a,| < 2L pour tout n. Comme
p1 < g < po, on a par ailleurs pour tout = € [0, 1]

+o00 +o00 +o0
> angl@) = > awpi (@) <3 lanl (02 — p1) (")
n=0 n=0 n=1

n=1 n
+oo

<M1 -=x) Z x"q(z")
n=0

car 1 —a" = (1—z)(1+- 42" <n(l—2).
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D’ou

“+oo “+oo +oo
D ang@™)| <D anpr(@™)| + M1 - 1)) a"q(z").
n=0 n=0 n=0

Or p; € ® donc

“+o0
Ix e [0,1],Vz € [A 1], Z anp1(z™)| < e.
n=0
Do, pour z € [A, 1],
+0o0 too
Z ang(z™)| <e+ M(1—zx) Z x"q(z").
n=0 n=0

Pour conclure, on a le lemme suivant :

Lemme.
Soit f € R[X], alors
+oo 1
(1 —I)Zx”f(x") — I
n=0 0

r—1—

En effet, avec ce résultat, on aura

+oo 1
1-— g™ 5
(-3 waw) o [fa<a

ce qui terminera la preuve du théoréme.

Démonstration du lemme. On peut se limiter au cas ou f(z) = x* par linéarité.
On a alors pour = € [0, 1]

+oo too
(1-2)Y a"fa") = (1—2) Y (@)
n=0 n=0
_ 1-x
Tl — gkt

1 1 v
1+ +aF 251 k+1 /0
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