Formule d’inversion de Fourier.

2013 — 2014

Pour f € L'(R) on définit la transformée de Fourier de f par

f) = [ e @

On donne aussi la définition d’une approximation de I'unité :

Définition. Une suite (ay,),>1 d’éléments de L' (R) est une approximation de
I'unité si elle vérifie

(i) pour tout n > 1, /an =1,
R

(i4) sup/ || < 400,
R

n>1

(#4i) pour tout € >0, lim |an| = 0.
n—+o00 [t|>e

On rappelle le théoréme suivant :

Théoreme.
Soit (o )n>1 une approzimation de l'unité, p € [1,+o0 et f € LP(R). Alors

Yn>1, fxa,€P(R) et f*oznm)f.

Le résultat a démontrer est le suivant :

Théoréme. .
Soit f € LY(R) telle que f € L'(R). Alors pour presque tout x € R,

f@) = 5 [ Fetat = 3-fi-a),

Démonstration. On pose

1 s
ap(x) == —e
n(2) 2w
et on introduit o, := a,. Montrons que (an)n>1 est une approximation de

I'unité.
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Par ailleurs, pour € > 0,
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On a alors

par convergence dominée.
(an)n>1 est donc une approximation de l'unité. On a alors

an*f(x):/Ran(xft)f(t)dt

_ /R /R an(w)e= ™0 du f() dt
_ /R i (w)e /R F(t)e™ dt du

par application du théoréme de Fubini, car |a, (u)e™ (== f(t)| = |a, (u) f(t)] est
intégrable pour la mesure produit d¢du d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli.
On en déduit, par parité de a,,

o 5 f(z) = /R o (1)o7 /R F(t)e= ™ dt du
_ /R an ()6 f(u) du,



Or |an(w)e™ f(u)| < |f(u)] € LY(R) et limy,_ o0 an(u) = 5 pour tout u. En
appliquant le théoréme de convergence dominée on a donc

lim a,* f(z) = %/Rf'(u)eiua: du = %f(—x)

n—-+oo

Par ailleurs, f € L'(R) et (a,,) est une approximation de 'unité donc lim,, — 4 oo ||an*
f—fll1 = 0. D’apres le théoréme de Riesz-Fischer, il existe une sous-suite (a,(,))

telle que o) * f converge presque partout vers f. D'ou f = f (—+) presque
partout. O

Remarque. Si on prend pour convention

P _ —2imtx d
£(t) / f(@)e 2w de,
|z|

il faut prendre a,(z) :=e~ .
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