
Théorème de stabilité de Lyapunov
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Développement :

Contexte : On considère f : Rn → Rn de classe C1 et u ∈ Rn tel que f(u) = 0 et on
note A = Df(u). On veut comparer le système di�érentiel (E) :

y′ = f(y) , y(0) = y0

Au système linéarisé au voisinage de u (point d'équilibre) 1 :

z′ = Az , z(0) = y0 − u

On se propose de démontrer le théorème suivant.

Théorème 1 (Stabilité de Lyapunov)

Avec les notations qui précèdent, si les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement
négatives (σC(A) ⊂ R−∗ + iR), alors

� 0 est un point attractif du système linéarisé
� u est un point attractif de (E)
� Et si y0 est assez voisin de u alors y(t) tends exponentiellement vite vers u quand
t→ +∞.

Démonstration :

Régularité de etA On montre le résultat suivant dans le cas d'une application linéaire
a sans s'encombrer du formalisme matriciel.
Lemme 1

Soit a ∈ L(E) un opérateur continu sur le R-espace vectoriel normé de dimension �nie
(E, ‖ · ‖). On note λi pour 1 ≤ i ≤ r les valeurs propres distinctes de a.

Alors il existe P ∈ R[X] tel que :

||| eta ||| ≤ P (|t|)
r∑
i=1

etReλi

(où ||| · ||| est la norme subordonnée à ‖ · ‖, on utilisera seulement que c'est une norme
d'opérateurs sous-multiplicative).

Notons χa(X) =
∏r

i=1(X − λi)mi le polynôme caractéristique de a (qui est scindé dans C
comme tous les polynômes bien élevés). Par lemme des noyaux, on obtient la décomposition
suivante :

E ∼=
r⊕
i=1

ker(a− λiid)mi =
r⊕
i=1

Ei

1. moralement z ' y − u. En e�et si z = y − u alors z′ = y′ = f(y) = f(u+ z) = f(u) +Df(u)z + o(z) =
Az + o(z)
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On notera alors pi : E → Ei et qi : Ei → E la projection et respectivement l'inclusion
canonique. On a les propriétés suivantes :

� piqi = idEi

� pjqi = 0 pour i 6= ja
�
∑

i qipi = idE
Ainsi en notant ai = piaqi, on a

∑
i qiaipi = a et on montre alors que cette décomposition

est stable : an =
∑

i qia
n
i pi et donc exp(ta) =

∑
i qi exp(tai)pi.

Or etai = etλi exp(t(a−λiidEi
)) et l'on sait par construction que l'endomorphisme a−λiidEi

est nilpotent d'indice mi. Donc

||| etai ||| ≤ |etλi |
mi∑
k=0

|t|k

k!
||| a− λiidEi

|||k

En regroupant :

||| eta ||| ≤
r∑
i=1

||| etai ||| ≤

(
r∑
i=1

mi∑
k=0

|t|k

k!
||| a− λiidEi

|||k
)

︸ ︷︷ ︸
P (|t|)

r∑
i=1

exp(tReλi)

D'où le résultat.
Il résulte immédiatement du lemme que la solution z du système linéarisé, qui est de la

forme z(t) = etAz(0) tend exponentiellement vite vers 0 pourvu que les valeurs propres de A
soient toute de partie réelle strictement négative.

Fonction de Lyapunov : Posons, pour x, x′ ∈ Rd,

b(x, x′) =

∫
R+

〈etAx, etAx′〉 dt

Cette intégrale existe sous les hypothèses précédentes sur le spectre de A et il est facile de
montrer que b est une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive sur Rd et donc que q : x 7→
b(x, x) est une norme.

De plus, on a

Dq(x)Ax = 2b(x,Ax) =

∫
R+

2〈etAx, etAAx〉 dt =
∫
R+

d

dt

(
〈etAx, etAx〉

)
dt = −‖x‖2

Notons alors r(y) = f(y) − A(y − u) pour y solution de (E). Alors d
dt
(q(y(t)− u)) =

Dq(y−u)f(y) = Dq(y−u)A(y−u)−Dq(y−u)(A(y−u)−f(y)) = −‖y−u‖2+2b(y−u, r(y)).
La di�érentiabilité de f en u s'écrit alors à l'aide de la norme q : il existe ε : Rd → Rd tel

que ε(y − u)→ 0 quand y → u et tel que :

f(y) = f(u) +Df(u)(y − u) +
√
q(y − u)ε(y − u)

Ainsi r(y) =
√
q(y − u)ε(y−u) en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire

b, on obtient : b(y − u, r(y)) ≤
√
q(y − u)

√
q(y − u)

√
q(ε(y − u)) = q(y − u)

√
q(ε(y − u)).

De plus l'équivalence des normes nous donne −‖y − u‖2 ≤ −2βq(y − u)
Ainsi pour y su�samment proche de u, on peut avoir

√
q(ε(y − u)) ≤ β/2 et en re-

groupant :
−‖y − u‖2 + 2b(y − u, r(y)) ≤ −βq(y − u)

En résumé, on a montré :
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Proposition 1

Il existe α, β > 0 tels que si q(y − u) ≤ α alors

d

dt
(q(y − u)) ≤ −βq(y − u) ≤ 0

Conclusion : Supposons désormais q(y0− u) < α, et y solution maximale de (E). Alors
pour tout t du domaine de dé�nition, q(y − u) ≤ q(y0 − u) < α (ce qui entraine entre-autre
que la solution est globale car maximale et bornée).

En e�et si il existe t1 tel que q(y(t1) − u) ≥ α, par théorème des valeurs intermédiaires,
il va exister un premier t2 < t1 tel que q(y(t2)− u) = α, et l'inégalité recherchée et vraie sur
[0, t2]. Alors pour ε > 0, on a :

q(y(t2)− u) = q(y(t2 − ε)− u) +
∫ t2

t2−ε
q(y − u)′ dt ≤ α− βαε < α

d'où la contradiction.
En�n en regroupant, d'après le résultat précédent, on a si on note g(t) = q(y(t) − u) :

∀t > 0, g′ ≤ −βg et donc g(t) ≤ e−βtg(0) ≤ e−βtα. D'où le théorème.

Recasements : (according to Marnat)

� 220 - Équations di�érentielles X ′ = f(t,X). Exemples d'études qualitatives de solutions.
� 221 - Équations di�érentielles linéaires. Systèmes d'équations di�érentielles linéaires.
Exemple et applications.

� 215 - Applications di�érentiables dé�nies sur un ouvert de Rn. Exemples et applications.
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