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Lecons :

— 224 - Comportement asymptotique de suites numériques. Rapidité de convergence. Exemples.
242 - Utilisation en probabilités de la transformation de Fourier ou de Laplace et du produit
de convolution.

— 249 - Suites de variables de Bernoulli indépendantes.

— 251 - Indépendance d’événements et de variables aléatoires. Exemples.

— 252 - Loi binomiale. Loi de Poisson. Applications.

Prérequis :
— formule de Stirling.

Proposition 1
Soit p € (0,1).

On considére une suite (Xp)n>1 de variables aléatoires i.i.d de loi B(p) et on pose :
Vn>1,5,:= ZXi ~ B(n,p)
i=1

Pour e € (0,1 —p) on définit également :

hi(e)=(p+e)ln (ng) +(1-p—e)ln (M)

1-p

Alors :
(i) hi(e) >0;
(ii)
Vn>1, P (% > p—i—e) < e+ (e)

(i) cette inégalité est optimale, i.e :

1 (IP’ (% ZP+5)) o —hy(e)

n n—00

DEMONSTRATION :



(i) et (i4) Soit t > 0. Alors :

P (% >p+ €> —P (e“Sn*”P*"E) > 1)

< E(etS»=mP=12)) par inégalité de Markov
— e—nt(p-i—a)E(etSn)

— o nt(p+e) Z etkIP’(Sn = k) par lemme de transfert

k=0

_ e—nt(p—i—a) Zetkcspk(l _ p)n—k
k=0

_ efnt(ers) Zetkcspk(l _ p)nfk
k=0

— e—nt(p—i—a)(l —p +pet)n
— ¢~ n(t(p+e)—In(1—p+pe"))

Posons :

h = sup(t(p +¢) — In(1 — p + pe'))
t>0

On a alors : g
]P’<—n 2p+€> < e "k
n

On considére & présent la fonction g : (t € RY) — t(p+e) —In(1 —p+pe’). Comme g(0) = 0,
pe'
1—p—+ pet

implique que g est strictement croissante au voisinage de 0 et donc que A > 0. Enfin si on pose
1 —
fy = In <(p+€)( p)
p(l—p—e¢)
d’ou les points (i) et (ii).
(#i7) Par (ii) on a :

h =sup(g) < 0. Deplus vVt >0, ¢'(t) =p+e — et donc ¢'(0) =€ > 0, ce qui

> alors une rapide étude de fonction montre que h = g(tg) = hye,

%m (IP’ (% 2p+a)) < —hye) 1)

Nous allons donc tenter de minorer cette quantité. Pour n > 1 on pose ky, := [n(p+¢)] et on
Sn

remarque que P (— >p+ €> =P(S, > n(p+e)) >P(S, = ky) = Crkopkn(1 — p)»~Fn. En
n

appliquant la formule de Stirling & chacune® des factorielles présentes dans C*» on trouve

s

Or k, =n(p+¢e)+o(n)etn—ky,=n(l—p—e)+o(n), donc P(S, = k,) —— 0, on peut
n—oo

passer au logarithme dans I’équivalent ( 2 ), d’ou :

s e )b (2 (252) )

On sait que

n
0. Remarquons ensuite que :
kn(n —ky) n—ooo

k
np\ " np npp+e np
> — = — | = — = —
Vn > 1, ln<<kn> ) knln<kn) n(p+5)ln<kn €>+(kn n(p+5))ln<kn)

=n(p+e)ln (ﬁ) +n(p+e)ln (MPT:EU + (kp —n(p+¢))In (Z—f)

1. J’aimerais que ce soit une mauvaise blague. J’aimerais tellement.



Ainsi, comme (k, — n(p 4 €)),, est bornée (par 1) on obtient :

%ln<<2—f)kn> m(ans)ln (pf_g)
%1n<<’j£1_7k?)nkn> —— (1-p—¢)ln (%)

Et donc in fine :

De méme :

Lp(s, = k) —— —hy(e)

n n—oo

Sn
Ce qui implique , comme P (— >p+ 5) >P(S, =k,) que:
n

n—oo N

Jiminf = In (P (% >p+ s)> > “hy(e) (3)

Or par (1) :
limsup ~ In (P (% >t s)> < —hi () (@)

n—oo N

Et donc, en combinant (3 ) et (4):

1 Sh
—In <]P’ <— > p+€)) —— —h4(e)
n n n— 00

Détails supplémentaires :
— Rappelons la trés divertissante formule de Stirling :

n n
n! ~n oo (—) 2mn
e

— Soient u et v deux suites de R’ convergeant vers une limite £ # 1 telles que u, ~ vp.
Montrons que In(u,) ~ In(v,). Remarquons que comme lim,, v,, # 1, il existe N > 0 tel que
Vn > N, v, # 1. On peut alors écrire :

In(uy,) L — B
In(vy,) 1= In(vy,) ~ In(v,) n—oo 0

Vn > N,

D’ou le résultat.
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