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On adopte ici les conventions de notation suivantes :
⋄ pour f ∈ S(R) on note f̂ sa transformée de Fourier définie sur R de la façon suivante :

f̂ : ξ 7→
∫

R

f(t)e−2iπξtdt

⋄ pour f continue 1–périodique sur R on note (cn(f))n∈Z la suite de ses coefficients de Fourier,
définis comme suit :

∀n ∈ Z, cn(f) :=

∫ 1

0

f(t)e−2iπntdt

Proposition 1 (Poisson)
Soit f ∈ S(R).
Alors la série

∑
(n∈Z) f(.+ n) converge normalement sur tout compact de R et :

∀x ∈ R,
∑

n∈Z

f(x+ n) =
∑

n∈Z

f̂(n)e2iπnx

Démonstration : On définit pour n ∈ Z l’application fn := f(.+ n). Soit K ≥ 0 : alors, comme

f(x) = O

(
1

n2

)
, pour n assez grand (en valeur absolue) ∃C > 0, ∀x ∈ [−K,K], |fn(x)| ≤

C

(x+ n)2
≤ C

−K + |n|)2 .

Ainsi ‖fn‖∞,[−K,K] = O(
1

n2
), d’où la convergence normale escomptée.

De la même façon on démontre que
∑

(n∈Z) f
′(. + n) converge normalement sur tout compact

de R (f ′ ∈ S(R)) donc l’application F : x 7→ ∑
n∈Z

fn(x) est de classe C1 sur R et vérifie :

∀x ∈ R, F ′(x) =

∞∑

n=−∞

f ′(x+ n)

Si x ∈ R et N ≥ 1, alors :

N∑

n=−N

f(x+ n+ 1) =

N+1∑

n=−N+1

f(x+ n)
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En passant à la limite, on obtient que F est 1–périodique et alors :

∀N ∈ Z, cN(F ) :=

∫ 1

0

∞∑

n=−∞

f(x+ n)e−2iπNxdx

=

∞∑

n=−∞

∫ 1

0

f(x+ n)e−2iπNxdx par convergence uniforme

=

∞∑

n=−∞

∫ n+1

n

f(x)e−2iπN(x−n)dx

=

∞∑

n=−∞

e2iπnN︸ ︷︷ ︸
=1

∫ n+1

n

f(x)e−2iπNxdx

=

∫

R

f(x)e−2iπNxdx

= f̂(N)

Or F est de classe C1 et 1–périodique donc est la somme de sa série de Fourier, i.e :

∀x ∈ R, F (x) =
∑

n∈Z

f̂(n)e2iπnx

D’où le résultat.

Corollaire 1.1
Soit s > 0. Alors :

∞∑

n=−∞

e−πn2s =
1√
s

∞∑

n=−∞

e−π n
2

s

Démonstration : On considère l’application f : x 7→ e−αx2 ∈ S(R). Alors :

∀n ∈ Z, f̂(n) =

∫

R

e−αt2e−2iπntdt

=
1√
α

∫

R

e−t2e
−2iπn t

√

α dt via t 7→ t√
α

Posons à présent pour x ∈ R I(x) :=
∫
R
e−t2e

−2iπx t
√

α dt (cf. [Gou08] p. 164–166). Alors par
dérivation sous le signe somme I est de classe C1 sur R et :

∀x ∈ R, I ′(x) =
2iπ√
α

∫

R

te−t2e
−2iπx t

√

α dt

En intégrant par parties on trouve de plus que :

∀x ∈ R, I(x) =

√
α

2iπx

∫

R

2te−t2e
−2iπx t

√

α dt =

√
α

iπx

√
α

2iπ
I ′(x) = − α

2xπ2
I ′(x)

In fine :

I(x) = I(0)e
−

x2π2

α =
√
πe

−

x2π2

α

D’où :

∀n ∈ Z, f̂(n) =

√
π

α
e
−

n2π2

α

La formule de Poisson appliquée en x = 0 à f avec α := πs nous livre alors le résultat.
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Détails supplémentaires :
– Détails de la majoration de f(x + n). Soit x ∈ [−K,K] et soit n ∈ Z tel que |n| ≥ K + 1.

Alors :
* si n ≥ 0 alors x+ n ≥ −K + n = −K + |n| ;
* si x < 0 alors −x ∈ [−K,K] donc (x + n)2 = (−x − n)2 = (−x + |n|)2 ≥ (−K + |n|) par

le cas précédent (−x ≥ 0).

– Intégrale de Gauss. Il est clair que x 7→ e−x2

est intégrable sur R, nous nous intéresserons donc
ici uniquement au calcul effectif de l’intégrale (cf. [Gou08], p. 163). On considère l’application
suivante :

h : R+ × [0, 1] → R

(x, t) 7→ e−(t2+1)x2

t2 + 1

On pose également g :=
∫ 1

0 h(., t)dt. Alors :
* pour (presque) tout x ≥ 0, h(x, .) est intégrable sur [0, 1] ;
* pour tout t ∈ [0, 1], h(., t) est de classe C1 sur R+ ;

* pour (presque) tout x ≥ 0,
∂h

∂x
(x, .) est intégrable sur [0, 1].

Ainsi par théorème de dérivation sous le signe intégral, g est de classe C1 et :

∀x ∈ R+, g
′(x) = −2x

∫ 1

0

e−(t2+1)x2

dt

= −2xe−x2

∫ 1

0

e−(tx)2dt

= −2e−x2

∫ 1

0

e−t2dt via t 7→ t

x

= −2f ′(x)f(x) où f(x) :=

∫ x

0

e−t2dt

De fait :

∀x ∈ R+, g(x)− g(0) =

∫ x

0

g(t)dt = −2

∫ x

0

f ′(t)f(t)dt = −(f2(x)− f2(0))

Or f2(0) = 0 et g(0) =
∫ 1

0

1

t2 + 1
dt = arctan(1)− arctan(0) =

π

4
− 0 d’où g(x) =

π

4
− f2(x).

Comme 0 ≤ g(x) ≤ e−x2 ∫ 1

0

1

1 + t2
dt, g(x) −−−−→

x→∞

0 et donc f2(x) −−−−→
x→∞

π

4
. f étant positive

on en déduit finalement que f(x) −−−−→
x→∞

√
π

4
et donc :

∫
∞

0

e−x2

dx =

√
π

2
d′o

∫

R

e−x2

dx =
√
π par parité
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