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On adopte ici les conventions de notation suivantes :
o pour f € S(R) on note f sa transformée de Fourier définie sur R de la fagon suivante :

fiéms /]R F(t)e 2imet gy

o pour f continue 1-périodique sur R on note (¢, (f))nez la suite de ses coefficients de Fourier,
définis comme suit :

1
Vn € Z, cn(f) ;=/ f(t)e2miqy
0

Proposition 1 (Poisson)
Soit f € S(R).

Alors la série 3 ez f(. +n) converge normalement sur tout compact de R et :
Vz € R, Z flx+n)= Z fn)e*™me
neZ nez

DEMONSTRATION : On définit pour n € Z Uapplication f, := f(. + n). Soit K > 0 : alors, comme

1 C c
f(x)=0 <$> , pour n assez grand (en valeur absolue) 3C > 0, Va € [ K, K], | fn(2)] < @t n)? < myrgramIEE

Ainsi || fo oo~ x,x] = O(—5 ), d’ol la convergence normale escomptée.
n

De la méme fagon on démontre que E(nGZ) f'(. + n) converge normalement sur tout compact
de R (f" € S(R)) donc Papplication F : z — >, fu(z) est de classe C* sur R et vérifie :

Ve eR, F'(z)= > f'(x+n)

SizeRet N>1,alors:
N N+1
Z flx+n+1)= Z flx+n)
n=—N n=—N+1



En passant a la limite, on obtient que F' est 1-périodique et alors :

VN € Z, cN(F / Z flz+n) _QZ”N””dJ:

n=—oo

E / f(z+n)e”2™N2dz par convergence uniforme

n=—oo

Z / —2i7rN(z—n)d:L,

n=—oo

n+1

_ Z 2itn N f($)672iﬂNId:L'

n=—oo

/ f —2171'de

= f(N

Or F est de classe C! et 1-périodique donc est la somme de sa série de Fourier, i.e :

Vo € ]R F Z f 2i7rnz

ne”Z

D’ou le résultat.

Corollaire 1.1
Soit s > 0. Alors :

00
p— 2 —qhn-
E eﬂ'ns: E eﬂ'

n=—oo n——oo

DEMONSTRATION : On considére I'application f : z +— e~ ¢ S(R). Alors :

Vn € Z, f(n) = / et g=2imnt gy
R

1 / 7t2 —2imn t
=— e \/_dt via t — —
Vo Ju o

Posons & présent pour z € R I(z) := [, e £ =AWz gy (cf. |Gou08] p. 164-166). Alors par
dérivation sous le signe somme [ est de classe ClsurRet :

2m

\/_

En intégrant par parties on trouve de plus que :

Ve e R, I(z) = YO [opettedimrdmgy = YOOy @

vz eR, I'(z) = tet e 2R gt

2imx R ITX 2i7rI (z) = 7WI/(:E)
In fine : 22 22
I(z)=1(0)e o =\lre «
D’ou :

Vn € Z, f(n) = \/ge_ e’

La formule de Poisson appliquée en z = 0 & f avec « := s nous livre alors le résultat.



Détails supplémentaires :
— Détails de la magjoration de f(x + n). Soit x € [—K, K] et soit n € Z tel que |n| > K + 1.
Alors :
*sin>0alorsx+n>—-K+n=—-K+|n|;
* six <0alors —x € [-K, K] donc (z +n)? = (—z —n)? = (—z + |n])?> > (=K + |n]) par
le cas précédent (—x > 0).

— Intégrale de Gauss. Il est clair que = +— e est intégrable sur R, nous nous intéresserons donc
ici uniquement au calcul effectif de I'intégrale (cf. [Gou08|, p. 163). On considére 'application
suivante :

h:Ry x[0,1] > R
67(t2+1)12
() = t2+1

On pose également g := fol h(.,t)dt. Alors :
* pour (presque) tout > 0, h(z,.) est intégrable sur [0,1];
* pour tout t € [0,1], h(.,t) est de classe C* sur Ry ;

h
* pour (presque) tout z > 0, a—(z, .) est intégrable sur [0, 1].
x

Ainsi par théoréme de dérivation sous le signe intégral, g est de classe C! et :
1 2 2
Ve e Ry, ¢'(x) = —Qz/ e~ (A0 gy
0
—x? 1—@f
= —2xe”” e~V dt
0
s 1 2 t
=2 " / e Vdt viat — —
0 X
= —2f"(x)f(x) ou f(x) ::/ et dt
0
De fait :
Vo€ R, gla) ~ 9(0) = [ g®dt= -2 [ f05(0dt = (@) - £0)
0 0
Or f2(0) = 0 et g(0) = [}
01241

2 1 1 T
< < e 7 [ 2 o . -
Comme 0 < g(z) <e fo e dt, g(x) —= 0 et donc f*(x) — 1 f étant positive

dt = arctan(1) — arctan(0) = % —0dou g(x) = % — f2(x).

on en déduit finalement que f(zr) —— T et donc :
z—00 4

o0
/ e dx = ?d’o/ e dx = \/T par parité
0 R
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