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Théorème.
Soit a1, . . . , ak ∈ N∗ premiers entre eux dans leur ensemble.
Pour n ≥ 1, on pose :

un = Card
{

(x1, . . . , xk) ∈ Nk | a1x1 + · · ·+ akxk = n
}

Alors :
un ∼

1
a1 · · · ak

nk−1

(k − 1)!

Démonstration. On pose :

f(z) =
+∞∑
n=0

unz
n

Les séries
∑
xi∈N

zxiai ont pour rayon de convergence 1 et le coefficient de zn dans

le produit de Cauchy des ces k séries entières est :∑
(x1,...,xk)∈Nk

a1x1+···+akxk=n

1 = un

D’où, pour |z| < 1 :

f(z) =
k∏

i=1

( +∞∑
xi=0

zxiai

)
=

k∏
i=1

1
1− zai

La fonction f est donc une fraction rationnelle de pôles les racines ai-ièmes de
l’unité. Le pôle 1 est de multiplicité k et tous les autres sont de multiplicité
strictement inférieure à k. En effet, d’après le théorème de Bezout, il existe

u1, . . . , uk tels que
k∑

i=1
aiui = 1.
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Alors si ω est tel que ωa1 = . . . = ωak = 1, on a :

ω = ω

k∑
i=1

aiui

=
k∏

i=1
(ωai)ui = 1

On note P = {ω1, . . . , ωp} l’ensemble des pôles de f avec ω1 = 1. Alors par
décomposition de f en éléments simples, il existe, pour 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ k−1,
cij ∈ C et α ∈ C tels que, pour |z| < 1, on ait :

f(z) = α

(1− z)k
+

∑
1≤i≤p

1≤j≤k−1

cij

(ωi − z)j

Or la fonction z 7→ 1
(ω − z)j

est développable en série entière de rayon de conver-

gence 1. Ses coefficients s’obtiennent en dérivant j − 1 fois le développement en
série entière de la fonction z 7→ 1

ω − z
.

On a, pour |z| < 1,
1

ω − z
= 1
ω

1
1− z

ω

=
+∞∑
n=0

zn

ωn+1

D’où :
(j − 1)!
(ω − z)j

=
+∞∑

n=j−1

n!
(n− j + 1)!

zn−j+1

ωn+1

i.e.
1

(ω − z)j
=

+∞∑
n=0

(
n+ j − 1

n

)
zn

ωn+j

On en déduit :

un = α

(
n+ k − 1

n

)
+

∑
1≤i≤p

1≤j≤k−1

cij

(
n+ j − 1

n

)
ω−n−j

Le premier terme est équivalent à α nk−1

(k − 1)! et les autres termes sont négligeables

devant nk−1, d’où :

un ∼ α
nk−1

(k − 1)!

Il ne reste plus qu’à calculer α. Pour cela, on multiplie f(z) par (1− z)k et on
évalue en 1 :

(1− z)kf(z) =
k∏

i=1

1− z
1− zai

=
k∏

i=1

1
1 + z + · · ·+ zai−1
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D’où :
α = 1

ai · · · ak

et on obtient bien le résultat voulu.
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