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Théoréme.
Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit (e1,...,en) une base de V.
Soit G un sous-groupe fini de GL(V').
On note A = C[Xy,...,X,] et on pose :

o G — 6(4)
g +— (P~ P(g.(X1,...,Xn)))

ot (X1, ..., X,) estidentifié avec la colonne ayant pour coordonnées X1, ..., X,
et . est le produit matriciel.

ie., sig= (uij)i<ij<n,

U(g)(P(Xl,,Xn)):P Zul)ij,...,ZunJXj
j=1 Jj=1

Alors :

- o définit une action de G sur A et est d valeurs dans GL(A), on notera
o(g)(P)=g-P.

— Pour k € N, on note Ay, Uespace des polynomes homogénes de A de degré k.
L’action de G sur A induit alors une action de G sur Ay.

— Finalement, on note AkG l’ensemble des points fixes sous cette action, i.e.

A ={Pc Ay |VgeG,g-P =P}

et ax(G) = dim A§.
On a alors :

+oo

1 1
E ak(G)Xk = E
= Card G v det(Id — Xg)

Lemme.
Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie n et G un groupe fini.



Soit ¢ : G — GL(V) un morphisme de groupes.

On note :
ﬂ ker(p(g) — Id)
geG

Alors :

. 1
dim V¢ = Cd G Z Trace ¢(g)
geG

Démonstration. On considére :

pe = Card G Z;,

Montrons que pg(V) = V& :
— Soit v € V, h € G, alors :

oW (pe(v)) = grrs 3 P Me(9)(0)
geG

= e 3 wlhg)(v)
geG
=pa(v)

car g — hg est une bijection de G, donc pg(V) C V&,
— Réciproquement, on a pg(v) = v pour tout v € V&, donc V& C pg(V).
L’égalité p(h)pg = pg pour tout h € G montre que pg? = pg, donc pg est un
projecteur d’image V.
D’ou :

rang pg = dim VY = Trace pa

D’ou le résultat par linéarité de la trace. O

Démonstration du théoréme.

— Montrons d’abord que ¢ définit bien une action de G sur A. On a :

g-(g"-P) :g'P(g/'(le"'axn))
= P(ggl(X17 ce 7X’n))
=(99)-P

etId-g=g.
De plus, o(g) est clairement linéaire, donc o(g) € GL(A).

— Pour k € N, g- A, C Ay, donc I'action de G sur A induit une action de G sur
Ay Notons oy : G — GL(Ay) le morphisme induit par o.



— Soit g € G. Observons d’abord que g est diagonalisable. En effet, le polynéme
XCardG _ 1 annule g et est scindé & racines simples.
Soit alors u € GL(V) tel que la matrice de ugu~! dans la base (ey,...,e,)
soit diagonale et soit Aq,..., A\, les valeurs propres de g.
Alors :

1
det(Id — Xg

:]:

1

-
Il

Il
:j3

7

(5

< AP n) Xx*
k=0 \ki1+-+k,=k

D’autre part, si k1 +--- + k,, = k, alors :

gl

ok (ugu™ ) (X Xpr) = AP AT X X

Donc )\Ifl -+» M est valeur propre de o (ugu=1). Or les Xfl <o« XFn forment
une base de Ay, donc :

Trace(ox(g)) = Trace(oy (ugu™')) = Z AR\
ki4-+kn=k

D’ou :

S T
det( Id Xg) kzo race(ok(g

En appliquant le lemme avec V = Ay et ¢ = o, on obtient :
1
; G _ _ E ’
dim Ak = ak(G) = m GTrace(crk.(g))
D'ou :

+o0o
kZ:Oak(G) CardG Z Z Trace(ok(g

k= Og€G

CardG Z Z Trace(ok(g

geG k=0

1
- CardG gEZG det(Id — Xg)




