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Lemme de Morse.
Soit U C R"™ un ouvert contenant 0.
Soit f € C3(U,R) telle que :
- Df(0)=0
— la forme hessienne D*f(0) est non dégénérée de signature (p,n — p).
Alors il existe ¢ : x — u un C-difféomorphisme entre deuz voisinages de 0 dans
R™ tel que :

- ¢(0)=0
- flx) = fO) =uf+ -4 ul —ul, — - —ul au voisinage de 0.
Lemme.

Soit Ag € GL,(R)N S, (R).
Alors il existe un voisinage V de Ag dans S, (R) et ¢ € C*(V,GL,(R)) tels que :

VAEV,  A='¢(A)A(A)
Démonstration. On considere :

¢ M,(R) — S, (R)
M — tMAOM



¢ est polynomiale donc de classe C*.
Pour H € M, (R), on a :

(,D(In + H) — gD(In) = tHA() + A()H + tHAoH
="(AoH) + AcH + o (|| H||*)

D’ou :

Dp(I,) est surjective car, pour A € S,,(R), on a :

De(L). (;A51A> _ 4
Par ailleurs :
ker Do(1,) = {H € M,(R) | AoH € A,(R)}

Or M,(R) = S,(R) & A,(R) donc, si on pose F':={H € M,(R) | AgH € S,(R)},
on a :
M,(R) = F @& ker Dy(1,)

et I, € F.
Soit ¢ : F' — S,(R) la restriction de ¢ & F. Alors Di(I,,) est bijective car :

ker Dp(1,) N F = {0} = ker Dy(1,,)

Par le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de [, dans
F (que T'on peut supposer inclus dans l'ouvert GL,(R)) tel que v soit un C!-
difféomorphisme de U sur V := ¢(U).

V' est un voisinage ouvert de Ay = ¢ (I,,) dans S,(R) et :

VAEV, A= (A)Aw(A)

Dot le résultat en posant ¢ := 1. O



Démonstration du lemme de Morse. La formule de Taylor avec reste intégral a

I'ordre 1 s’écrit au voisinage de 0 :

ot Q(z) est la matrice symétrique suivante :

Q) = [ (1= 0D f(ta)

et Q est de classe C!.
De plus, Q(0) € GL,(R) N S,(R) donc d’apres le lemme, il existe M (x) € GL,(R)

avec M de classe C! au voisinage de 0 telle que :

Q(z) ="M (2)Q(0)M ()

Do, en posant y := M (z)zx,
f@) = f(0) ="yQ(0)y

1
OrQ(0) = §D2f(0) est de signature (p, n—p), donc par la loi d’inertie de Sylvester,
il existe A € GL,(R) telle que, si on pose u := A™'y, on ait :

'yQ(0)y = "u'AQ(0) Au

:u%+...+u§_u§+l_..._ui
Enfin, z — u = A™'M(z)z a pour différentielle a 1'origine A~*M(0) € GL,(R)
donc, d’aprés le théoréme d’inversion locale, c’est un C!-difféomorphisme entre

deux voisinages de 0 dans R". [



