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Théoréme.
Soit E un R-espace vectoriel.
Soit p: E — R une application vérifiant :

(i) p(Ax) = Ap(x) Ve € E,VA >0

(i) p(x+y) <plx)+ply) Ve,yckE.
Soit G un sous-espace vectoriel de E, soit g : G — R une forme linéaire telle
que pour tout x € G, g(x) < p(z).
Alors il existe f : E — R une forme linéaire qui prolonge g et telle que pour
tout x € E, f(x) < p(x).

Lemme (Zorn).
Tout ensemble ordonné, inductif et non vide admet un élément mazimal.

Démonstration du théoréeme. On considére :

P:={h|h:D(h) C E — R avec D(h) sev de E,h linéaire, G C D(h),
h prolonge g et Vo € D(h), h(z) < p(z)}

On munit P de la relation d’ordre :
hi1 < hy <— D(hl) C D(hg) et ho prolonge hi.

P#@carge P.

P est inductif : soit ) C P un sous-ensemble totalement ordonné, on note
Q = (hi)ier, on définit D(h) := J,;c; D(hq) et h(x) := hi(x) si x € D(hy).
Alors h est un majorant de Q.

D’apres le lemme de Zorn, P possede un élément maximal f.

Prouvons que D(f) =F :

Supposons que D(f) # E et soit z¢ ¢ D(f), on pose D(h) := D(f) + Rz et :

h(z +txg) = f(x) + ta Ve € D(f),Vt € R



pour un certain «, le but étant que h € P.
On doit donc avoir :

fx) + ta < p(x + tzo) Vr € D(f),Vt € R.

i.e.
{ fl@)+a<plx+z9) VYoeD(f)
f(z) —a < plx —xp)
par (7).
11 suffit donc de choisir « tel que :

yesgl()f)(f(y) —ply—x0)) < < Ieiggf)(p(w +z0) — f(2))

Ceci est possible car :

f(@)+ fy) <plz+y)
< p(z + z0) + p(y — 70)

Donc f(y) —p(y — o) < p(x+z0) — f(z)  Va,y € D(f).
Ainsi, h € P et f < h, f # h, on obtient une contradiction. O

Corollaire.
Soit E un espace vectoriel normé, G un sous-espace vectoriel de E.
Soit g : G — R linéaire et continue.
Alors il existe f € E' prolongeant g et telle que || f|| = ||¢g]|-

Démonstration. On pose p(z) := ||g||||z||, les hypothéses du théoréme sont bien
vérifies et on a | f(z) < [lgl[l«]l, dou [[f[| < [lgll, dou [|f]| = llg]| car f prolonge
g. U

Corollaire.
Pour tout x € E, il existe fo € E' tel que | foll = ||zoll et (fo,z0) = ||xol?.

Démonstration. Appliquer le corollaire avec G := Rxq et g(two) := t|zo||?, de
sorte que ||g|| = ||zol|-

Corollaire.
Pour tout x € F,
x| = sup [(f,z)| = max [(f,z)]
feE! feB!
lrl<1 lFlI<1

Démonstration. Soit x # 0, alors :

sup [(f, z)| < |||

feE’
lhrl<1

et, par le corollaire précédent, il existe fo € E’ tel que || fol| = ||z et (fo,z) = ||z
On pose f1 := ﬁ, ona |[fi]| =1 et {f1,z) = ||z|.



