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Théoréme.
On définit

Q, :={P € Z|X] | P unitaire,degP =n et z € Z(P) = 0 < |2| <1}

ot Z(P) désigne les racines complezxes de P.
St P € Q,,, alors les racines de P sont des racines de l'unité.

Démonstration. Montrons dans un premier temps que {2, est fini.

On note 21, ..., 2, les racines de P et o1,...,0, les fonctions symétriques élé-
mentaires de P évaluées en (z1,...,2,).
Alors

P=X"— X" ' +.. . +(-1)"0,

et o; € Z.
Or |z;| <1 donc, pour 1 <p <n,
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1<i1<...<ip<n 1<i1<...<ip<n

On en déduit que €2, est fini.

On considére désormais
n

P, = H(X — 2
i=1
et montrons que Py € .
Afin de montrer que P, € Z[X], introduisons le polynéme Q; := X* —Y €
Z[X,Y] et considérons Ry(Y) := Resx(P(X),Qx(X,Y)). P € Z[X] et Qi €
Z[X,Y] donc Ry, € Z[Y]. Par ailleurs,

n

Ry (Y) = HQk(Zz’) =[IGF-Y) = () puy)

i=1



donc P, € Z[X]. De plus, P, est unitaire et ses racines sont les 2¥ qui vérifient
0 < |z¥| < 1. Par conséquent, Py € §,.

Or Q, est fini donc ’ensemble des racines des éléments de €,, est fini donc, pour
i€ {l,...,n}, Papplication

N* — C

n’est pas injective. On en déduit quil existe k # [ tels que 2F = zl et 2; # 0

i
donc zf_l =1 et z; est une racine de 'unité. O

Corollaire.
Soit P € Z[X] unitaire et irréductible tel que Z(P) C D(0,1), ou Z(P) désigne
les racines de P.
Alors P = X ou P est un polynéme cyclotomique.

Démonstration. Supposons P # X. Alors P est irréductible donc 0 n’est pas
racine de P et, d’apres le théoreme de Kronecker, ses racines sont des racines
de 'unité. De plus, les racines de P sont simples car P est irréductible (sinon il
serait divisible par P A P’ non trivial) et donc P | X~ — 1 pour un certain N.

Or
XV —1=]]®a
d|N
avec ®4 irréductible sur Z.
P # 1 donc P = ®;, pour un certain k. O

Corollaire.
Tout polynéome de Z[X] ayant ses racines dans D(0,1) est un produit de puis-
sances de X et de polynomes cyclotomiques.



