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la situation des points a, b, ¢ et d et donc le fait qu’ils soient en division harmonigue.

Preuve du lemme :

On se donne donc trois points a, b, ¢ € € distincts. Deux cas se posent : les points sont alignés
ou cocycliques. Nous donnerons & chaque fois la méthode de construction du point d, que nous

justifierons ensuite.

Cas des points cocycliques
Construction :

2 T

Considérons le point m issu des tangentes & ¢ et b (qui peut éventucllement &tre égal & oo si les
tangentes sont paralléles). La seconde intersection de la droite (mc) avec le cercle est d.

Justification : Or envoie d & Uinfini par une homographie

La droite rouge devient 1’axe radical des deux cercles, et coupe donc [eb] en son milien, c.
Donc [a, b, ¢, d] = —1, et on peut conclure par conservation du birapport par les homographies
(si comme 99% des étudiants de M2 vous n’avez jamais entendu parler d’axe radical ou de
puissance par rapport & un cercle, allez jeter un oeil aux remarques). Si m = oo, alors la droite
rouge devient la tangente commune aux deux cercles, et est encore leur axe radical.
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Doncla, b, ¢,d] = —1.

 est un automorphisme de corps

Gréce 4 la conservation des divisions harmonigues, on va montrer que ()¢ €st un automorphisme
de corps. Considérons a, b € C. ¢ conserve les divisions harmoniques donc les milieux.

ﬁhqlr@v _ pla) +(b)
2 2

(a+b)+0\  wla+b)+90) wla+bd)
- em 2 vl 5 T2

Donc p(a + b} = @(a) + ¢(b). On en déduit que

pla—a) = ¢(a} + ¢(—a) = (0) = 0
Donc p(—a) = —p(a).

Ya € C\{0, 1}, remarquons que

T1+a 1+a
2 _ l-a _ 1—a __
TMJ —a,a UH_ — @ta  _I1xa -1
Q.ml.n« 1—a

Les points a, —a, a?

a,—a,a,1] = [p(a), o(—a),¢(a*), 9(1)] = [¢{a), —p(a), p(a®), 1]
= lpla), —p(a), 1,0(a®)] = —1
Cette relation étant vraic pour tout complexe différent de 0 et 1, elle reste vraie pour o(a) si
a 5= 0 ou 1. Donc

_”mbmb\uu |ﬁm9w“ ﬁﬁQumu “S = TQAQVV |ﬁﬁ§vu Hu ﬁﬁn\vww =-1
= _ﬁﬁﬁ&q!ﬂmavuwuﬁﬁﬁmz
Par unicité du birapport, on conclut que ¢(a®)=w{a)? (ce résultat reste vrai si a = 0 ou 1)

et 1 étant en division harmonique, on a

Pour finir, remarquons que ab = {%2)” — (252)” Done

s o((55) - (55)
- QMJM ¢ Qm&w
- () - ((50)

_ Aﬂ@wﬁ@vm _ mﬂ@ lﬁ@vm

= @(a)p(b)
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Donc p1 = pa.

Démonstration du théoréme :

3 :m

Rappelons que les points 4, B, C, F] et F, ont pour affixes respectives a, b, ¢, wy et wy, et qu’on
anoté P = (X —a)}(X —b){X —c¢). On peut construire Uellipse & de foyers F] et F; tangente an
coté [AB]. Pour ce faire, on trace FY, symétrique de F; par rapport 4 [AB] puis 7', intersection
de (AB) et (f3F7). On a alors un point de I'ellipse, nécessaire et suffisant pour construire £.
Cette construction est justifiée par le théoréme de Gauss-Lucas, qui affirme que les points /7 et
F5 sont contenus dans I’enveloppe convexe du triangle ABC, ¢’est-a-dire le triangle ABC.

A

On doit maintenant montrer que £ est tangente a tous les cOtés en leurs milieux. Toute la dé-
monstration repose sur le fait que P’ peut s’écrire de deux facons, & savoir :

P = X-aX-t)+{X—a)(X-c)+(X-8){(X—0c)
= 3(X —w){X —ws)
On va montrer que [AC] est tangente 4 £. Evaluons donc P en a :
FPla) = (a—a)a=b)+{a—a)la—c)+(a—-b}{a—c)=(a—b)(a—2c)
= 3(a—wi){a—ws)
On a donc
a—2>b 0 — Wa

=3

a— W a—C

D’ot, par passage aux arguments, (AB, AF}) = (A%, AC). {AC) est dong tangente £ par le
lemme de Poncelet.
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