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Classification des groupes d’ordre 12

Reélérence : e Ramis-Warusfel, Cours de mathématiques pures et appliquées, Volume 1, p.27

Théoréme 1 A isomorphisme prés, les seuls groupes d’ordre 12 sont :

ZJ12Z, 2|22 x E[SL, Mo, Dy et Gro == Z/3T 2, T/4Z

N B i sk o

“obefam MEth
Commengons par un lemme utile dont la démonstration est immédiate :

Lemme : Soient A et B deuz groupes, et o, 1 € Hom(B, Aut(A)) tels que Ja € Aui(B),

o N . [ AxngB—> Axy B
@ =1hoa. EoﬁmhxmoWImxﬂ@maE@.A (a,b) = {a, a(b))

Démonstration du théoréme :
Soit & un groupe d’ordre 12 = 22 x 3. Alors son nombre n3 de 3-Sylow vérific

Donec ng € {1,4}.

ng Tw

A ng = 1[3]

e Premier cas : ng = 4.
Natons § = {51, 52, 53, 94} ses 3-Sylows. Alors G agit transitivement sur S par conjugaison :

f % G -+ Bij(8)
g (Si=gSigTh)

OnaXKer(f} = D Stab(S;). Or pour tout i, Stab(S;) contient S; et est d’ordre % =3,
donc Stab(S;) = 8, et donc Ker(f) = {e} en tant qu'intersection de sous-groupes cycliques dis-

tincts. G est donc isomorphe & un sous-groupe de &, qui est d'indice deux. Donc E

* Second cas i my = 1.
Soit H son unique 3-Sylow, et K un 2-Sylow quelcongue. Alors :
- H est distingué dans G
- HN K = {e} car les éléments de H sont d’ordre 1 ou 3, et ceux de K d’ordre 1, 2 ou 4.
- |HL|K| = |G| done G = HK
Done G = H = K. Donc G = Z/3Z 1, N, ot N = Z/AZ ou Vi, et p € Hom(N, Aut(Z/3Z)).
Tout d’abord, notons que Z/37 posséde un seul automorphisme non trivial : & — 2.k Done
Aut(Z/3Z) 22 Z/2Z. 11 s’agit donc maintenant de chercher les morphismes o : N — Z/27Z.
— Premier sous-cas : N = Z/47.
Alors @ est déterminé par 'image d’un génératenr. Il n’y a donc qu'un sevl morphisme non
trivial : N — Aut(Z/3Z). On peut donc former deux groupes. Tout d’abord Z/37% x 7 /47,

associé an morphisme o = id, et qui est isomorphe &|Z /127 . Puis le groupe dicyclique
Gy = Z[3Z », Z/AZ), associé & 'unique © non trivial.

Anatole Ertul & Maxime Prod’homme 1
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25 est le seul groupe simple d’ordre 60

Reéférences : e D. Perrin, Cours d’Algébre (pour les deux lemmes et le théoréme 1)
o M. Savoyant, Le groupe simple d’ordre 60, RMS novembre-décembre 1999

|Théoréme 1 U5 est simple

Commengons par énoncer les deux lemmes suivants.
Lemme : Les 3-cycles sont conjugués dans Uy, et engendrent Us.

Démonstration :
« Soient (abe) et (a'b'¢’) deux trois-cycles. I existe o € &, telle que o{abe)o™! = (@'F¢).
Si o € AUy, est gagné.
Sinon, posons 7 = {(d'¢’), puis ¢’ = 7o. Alors on a toujours o'{abe)o’ ! = T(d'H )T = (d'H ), et
o' € Uy, ce qui prouve que (abc) et (a’¥c) sont conjugués dans Us.
e U5 est engendré par les produits pairs de transpositions. 11 suffit alors d’observer que :

(ab)(be) = (abc), (ab)(ac) = (ach) et (ab)(cd) = (abe)(bed)

Donc 25 est aussi engendré par les 3-cycles.
Lemmne : Les doubles-transpositions sont conjuguées dans s

Démonstration :

Solent (ab)(cd){e) et (a'¥)('d'}{e) deux doubles transpositions. Il existe ¢ € & telle que
ala) =a', a{b) =¥t et o(e) = €. On a alors a({c,d}) = {,d’}. Il y a en fait deux permutations
ayant cette propriété, mais elles n’ont pas la méme parité (pas le méme nombre d’inversions).
On peut done supposer o € s, On a alors o(ab)(ed)(e)o™ = (') (d) (&)

Démonstration du théoréme :
Commengons par remarquer que 2y contient 15 éléments d’ordre 2 (les doubles transpositions),
20 éléments d’ordre 3 (les 3-cycles) et 24 éléments d’ordre 5 (les 5-cycles).

Soit I «®5 avec H # {id}.

¢ S5i H contient un 3-cycle, comme ceux-ci sont conjugués, et engendrent g, alors H = 25

¢ Si I contient une double transposition, alors il les contient toutes

e Si H contient un 5-cycle, alors H contient le 5-Sylow engendré par celui-ci. Les 5-Sylow
étant conjugués, H les contient tous, et donc contient tous les 5-cycles.

Done |H] € {16,25,40,60}. Or [H} divise 25| = 60 donc nécessairement, |H| = 60, ie
I = 95, ce qui conclut la démonstration. [

Anatole Ertul & Maxime Huwo_&uwoﬁuum 1
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