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Les 2 derniéres
On note ny et 15 les degrés des 2 derniers caract®res restants (on en a 3 of on saif qu’il 7 2n a 5). Mais
on sait que Mﬁw =24 donc i +nZ =24 -1% 12 3% — 33 les seuls solutions possibles sout 3 et 2.
L’avant derniére

On va regarder la représentation de morphismes dGonané par les représentations standard et alternde.
On pose Xuam(v,.v.)- On sait que le caractdre va &ire de degré 3 x 1 =3.

Par propriéiés, on sail que Xpom(v.v.) = XsXs — XsXe- On calcule (48me ligne}, ce caractire est
bien différent des autres ef on peut faire le calcul pour voir que (Xmom(v, v, Xfom(v. ¥, p=1lielk
représentation est irréductible.

La derniére :
On sait gue le degré du caractére va 8tre 2. Or peat done compléter x5{{1}} = 2. On remplit ensuite
le resie de Ta ligne par orthogonalité des colonmes.

Vision géométrique pour Xuem(v, ) (RAUCH p.47)

Une des réalisations de Sy est Isom™{Cg). Pour cela on fait agir le groupe S, sur les 4 diagonales du cube. On
va DOter Xonbe Cetbe Teprésentation.

L'identité ...

Yeubel {13} = tr(id) = 3

/ W
e
L)
Une transposition s'identifie 4 un demi-tour {angle
+x) autour de la médiatrice communs & dewux ardtes
symétrigues par rapport su cenire du cube. o
Nn:WmAﬁHw =1+ MnOmA‘m.v =-1 /
G TN

2
Un 3-cycle est identifié & une rotation d’angle 427

3
autour de I'une des 4 diagonales du cube.

Xeube((123)} =14 2cos Aw%v =0

Laura GAy d’aprés Florian BoUGueT B2 31 mai 2015
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Chapitre 46

Théoreme de structure des groupes
abéliens finis

Références : Colmez, Elémenis d'anclyse ef d’algébre (et de théorie des nombres), p 250-252

On rappelle que Pexposant dun groupe G est le plus petit entier n tel que powr tount g € G, ¢ = . Comme
pour fous g, & € G, gh est un 8lément d’ordre ppemiolg), o{k)} car 7 est ahélien, Vexposant est done le ppem
des ordres des éiéments du groupe, et aussi le plus grand des ordres des &léments du groupe.

St & est un groupe abélien find, alors il existe r € M el des entiers ¥y, ..., N, oii M est Pexposant
de et zi.wmzw, tels que

G~ WN\EN
=1

.

E2

Comine & est nn groupe abélien fini, fes classes de conjugaisons w'ont gu’un élément. Ou a donc n = |G
représentations irréductibles de degré 1 par Buraside. N
Puis on remarque gue les caractéres irréductibles sont des morphismes. Ce sont donc des 8léments de G, Ie
groupe abélien des morphismes de ¢ dans C*.

Réciproquement, toui élément de & fournit une représeniation irréduetible, done un caractére irréductible.
G est done le groupe des caraci@res rréductibles de G.

On pose Vapplication

alors i est um isomorphisme de groupes.

Démonsiration. { est bien un morphisme de groupes car les caractéres sont des morphismes,
En effet,
ighi(x) = x(gh} = x{g)x (%} = Hg)()i{h)(x)-

On a vu gue G est Vensernble des caractires irréductibles. 1 est donc de mdme cardinal gueGZ.Ona _mw * = _mm “u

en appliquant le méme raisonnement asx déments de m\mu qgui sont les carackires irréductibles sur G car & est
abélen.
Dot |G| = _m
i
1 suffit de monirer que 7 est injectif.

Adrien LAURENT 141 ENS Rennes -~ Université de Rennes 1
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CHAPITRE 46. THEOREME DE STRUCTURE DES CROUPES ABELIENS FINIS

done (a7 (xa ?&wwiw x € Kexly:)-

On a done bien G = Hy Ker{yy).

On a aussi Hy ~ Ker{y:} = {e} car x est injectif sur Hs.

11 vient done que G ~ H; x Ker{y1), ce qui termine la preuve. O

Remarques : » On peut déduire de ce résubtat le théoréme de structure des groupes abéliens de type fini.
On applique le théordme précédent au sous-groupe de torsion T, puis on peut prouver gu’on peut éerire G ~ T'x L
avec L sans torsion. On montre en se donnant une base que L est isomorphe 4 Z2. Cela donne le résultas.

® Ce résultat peub 8fre généralisé en le théoréme de structare des modules de type fini sur les anneswy princk

paux.
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