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Introduction

Ce rapport présente le travaille effectué lors du stage de recherche de fin de
deuxiéme année a 'Ecole Normale Supérieure de Rennes, réalisé au Mathema-
tical Institude, University of Oxford, sous la direction de Prof. Alan LAUDER,
et de Bernard LE STUM.

Le sujet de ce rapport, les fonctions zéta de variétés algébriques sur des
corps finis, est un théme centrale de théorie des nombres. Ce sujet fait intervenir
des outils de domaines mathématiques variées, telles I’analyse p-adique, et les
question d’homologie. 11 fait en particulier I'objet de plusieurs décennies de
recherche en théorie des nombres, motivées notamment par les conjectures de
WEIL.

Ce rapport élabore les bases de cette théorie, ainsi que la démonstration du
théoréme de la trace de DWORK. Le rapport contient aussi quelques résultats
admis sur les fonction L.

1 Deéfinitions et propriétés de base

Nous allons introduire dans cette partie les définitions de bases qui servirons
notamment & énoncer et démontrer le théoréme de la trace de DWORK.



1.1 Fonctions Zéta

Dans toute la suite on fixe un entier n € N.

1.1.1 Hypersurfaces

Soit k un corps infini.

Notons A™(k) lespace affine de dimension n sur k. Notons P"(k) l’espace
projectif de dimension n sur k, ie I'ensemble A"T1(k) \ {0}/ ~, oit ~ est la
relation d’équivalence sur A"T1(k) \ {0} définie par

r~z = INck*telque \xx =2
Notons la classe de z € A"*1(k)\ {0}, = [x0,...,x,] € P"(k).

Définition 1 (Variété (algébrique) affine). Un ensemble V' C A™(k) est une
variété (algébrique) affine il existe des polyndmes Py, ..., Py, € k[X1,..., X,
tels que

V={xe€ A"(k) | Vi € [1,m], P,(x) =0}

Nous noterons aussi V = V(Py,..., P,). Dans la suite nous traiterons essen-
tiellement le cas ou V est engendré par un seul polynoéme f. Nous appelons un
tel ensemble un hypersurface affine, et nous noterons V(P) = Hp.

Définition 2 (Variété (algébrique) projective). Soient Py, ..., Py, € k[Xo, ..., X,]
des polynomes homogénes. La variété projective définie par Py, ..., Py, est 'en-
semble

V(Pi,....,Pn)={Z € P*"(k) | Pi(x) =--- = Pp(z) =0} C P"(k)
On définit 'hypersurface projectives Hp de fagon analogue.

Remarque. Ces ensembles sont bien définis. Vérifions cela dans le cas des hy-
persurface projectives. Soit z € A"*1(k) tel que P(x) = 0 et soit A € k*. Alors
P(\z) = Ae&(P) P(z) = 0. Donc Va' € z, P(z') = 0.

Pour P € k[Xy,...,X,], on pourra considérer le polynéme homogénéisé de
P que l'on notera P € k[Xo, ..., X,] défini ainsi :

H _ ydeg(P) X Xn
PiXO P (AX()7'..7X())

P est alors un polynéme homogene. On peut donc considérer son hypersurface
projective H . C’est sur cet espace que porterons les conjectures de Weil.

Exemple 1. Prenons k=R, n=2et P = X; X2 + X? + 1. Alors

P =X X2+ XoX?+ X2 € R[Xo, X1, Xo]



Remarque. On peut rendre la notation d’une hypersurface plus précise en notant
le corps concerné, ie Hp(P) (resp. H p(k)). Ainsi, on peut définir 'hypersurface
de P sur une extension k¥’ de k en considérant P comme un polyndme sur k'.
On notera en effet, pour toute extension k' de k,

Hp(k')={z € A™K') | P(z) =0}

On fera de méme pour les variété algébriques en général.

Remarque. L’espace H p(k) dépend aussi de 'entier n mais celui-ci sera implicite
et fixé dans la suite.

Remarque. Le fait que k soit infini assure que tout ensemble de A™(k) ne soit
pas forcément une variété algébrique. Nous allons cependant employer ’abus
de notation V((Py,..., Py,), k) pour désigner la restriction au corps fini £ de

la variété algébrique définie par (Pi,...,P,) sur le corps infini k, la cloture
algébrique de k.

1.1.2 Cas des caractéristiques finies

Dans toute la suite nous allons considérer des variétés algébriques unique-
ment sur des corps de caractéristique finie.
Soit p un nombre premier et notons F,s le corps a p® éléments pour tout
s € N*. Soit ¢ une puissance de p. Soit un polynéme f € F,[Xy,...,X,]. Pour
s € N*, on pose
N, = [Hy (Fy)

le nombre de point de Hy sur Fs.

La suite (Ns)sen+ est alors I'objet principal de ce rapport. C’est dans le but
d’étudier cette suite que nous définissons la fonction zéta de I'hypersurface H
comme suit.

Cependant, nous allons aussi nous intéresser & une version légérement modi-
fiée de cette suite, en particulier pour prouver la formule de la trace de DWORK.
On définit ainsi, pour s € N*

Ny =z e (Fg)" | f(x) = 0}
ie. le nombre d’éléments dans H ¢(F s ) dont tous les coordonnées sont non nulles.

Définition 3 (Fonction Zéta). La fonction zéta de I'hypersurface Hy sur le
corps Fy, est la fonction génératrice

i=1

On généralise cette définition de fagon intuitive aux variétés algébriques af-
fines et projectives, définies par plusieurs polynémes.

Nous verrons dans la suite que cette fonction est bien définie et est méme
une fraction rationnelle & coefficients dans Z.



Lemme 1. La fonction Z(Hy/Fq,T) est bien définie sur le disque

et de rayon ¢~ ".

o0
Démonstration. 1l suffit de démontrer ce résultat pour la série >
i=1

i€ N*, 0 < N; <|FJl. |=¢"™. Alors

oo

dont le rayon de convergence est ¢~ ™. D’oil le résultat.

Exemple 2. 1. Calculons la fonction zéta d’un point P = (aq, ..

de centre 0

NTTZ Pour

O

., an) dans

AL . Alors pour tout s € N*, {P} = V(X1 —a1,..., X, — an)(Fge), et

N, = 1. Ainsi

Z(V/F,,T) = exp (Z z) =exp(—log(1-T)) = 7

i=1

1

2. Calculons maintenant la fonction zéta de I'espace Ag —tout entier. Ici

f=0et pour s € N*, N, = (¢")*. Donc

Z(My/F . T) = exp (Z WT“) — exp(— log(1 — ¢"T)) =

‘ 7
=1

1
1—q™T

3. Considérons maintenant le cas d’un espace projectif. Calculons la fonction

zéta de l'espace projectif P’qu. Pour s € N*,

qs(n+1) -1

N5:|Pn 9|:
q qs_]_

=14¢ o+ ()"

Donc

oo

Z(Ms/Fq,T) = exp (Z

i=1

N w)
[oo (3

1+¢+~~H¢WW>
)

i=1

1
:gl—qlT

4. Considérons f = X1 X, = f Alors pour s € N*, N, = 2¢° — 1. Donc

2

((ﬂ)s 1
Z(”Hf/Fq,T)fexp E 5 exp E 5
s>1 s>1
1-T

(1—qT)?




Calculons maintenant Z(?’-NLf/Fq7 T). Dans ce cas, pour s € N*,

N,=2¢°+1
car

N, = {[wo, w1, @a] | f([zo, 21, 22]) = 0}
=Ns+ |{[07 170]7 [07 0, 1]}|
ol le second terme est ’ensemble des points & 'infini. Ainsi,

1
(1-T)(1 —qT)?

Z(Hy/Fq,T) =

Remarque. Notons la fonction zéta de RIEMANN

Soient f1,..., fr € Z[X1,...X,]. Pour tout p premier, on peut définir V' ((f1,..., f-),p)

la variété affine associée aux polyndémes obtenus en réduisant les coeflicients de
fi,..., fr modulo p. On définit ainsi la fonction zéta globale de (fi,..., fr),

Z((fla”-yfr)»x): H Z(V((fla--~7fr)vp)/F;D7p_$)

p premier
Prenons fi,..., f, comme dans l'exemple ci-dessus, f; = (X; — a;) avec les
a1,...,0, € Z. Ainsi, comme dans ’exemple ci-dessous, pour tout p premier,
1
ZV((f1y- - fr),p)/Fq, T) = exp(—log(l = T)) = =7

Donc

Z((fr,- o )2y = ] ﬁ

p premier
= ((x)

Cela illustre pourquoi les fonctions zéta sont prises sous cette forme et pourquoi
elles portent ce nom.

1.2 Conjectures de WEIL et théoréme de DWORK

En 1949, André WEIL énonce quatre conjectures a propos des fonctions
zéta. Ces conjectures ont motivé plusieurs années de recherche en géométrie al-
gébrique et en théorie des nombres pour enfin devenir des théorémes en 1974
lorsque la troisiéme conjecture, nommée "Hypothése de RIEMANN", fut démon-
trée par Pierre DELIGNE. Les trois autres conjectures ont été démontré dés le



début des année 1960 grace aux travaux de Bernard DWORK, puis GROTHEN-
DIECK, ARTIN et VERDIER.

Le conjectures de WEIL concernent des variétés projectives. Cependant le
théoréme de DWORK, cité ci-dessous, qui fut le premier pas vers la preuve de
ces conjectures, s’applique aussi aux variétés affines.

Nous énongons ci-dessous des version simplifiées des trois premiéres conjec-
tures.

Conjecture 1 (Conjectures de WEIL). Soit f € Fy[X1,...,X,,] tel que 7-Lf~ soit

une hypersurface projective lisse, ie. tel que f et ses dérivées partielles selon
chaque variable ne s’annulent pas simultanément. Alors,

1. (Rationnalité) Z(?jlf/Fq, T) est rationnel de la forme

P(T)=D"
1-T)1—qT)...(1—qn1T)

oo P(T) € 1+ TZ[T)
2. Si a € C est une racine réciproque de P, ie 1 — oT|P, alors % QUSST.

3. (Hypothése de RIEMANN) Si a € C est une racine réciproque de P(T),
alors a est de module q"T_l.

Remarque. L’hypothése de RIEMANN pour les fonctions zéta est appelée ainsi
par analogie avec la conjecture de RIEMANN classique. En effet, supposons que
ces conjectures sont vraies. Soit H 7 une hypersurface projective lisse. Prenons
n pair afin que la fonction zéta puisse avoir des zéros. Posons

F:zeDw Z(Hi/Fy,q ")

ou D = C\ [0,n — 1]. Les zéros de F sont les zéros de P. Notons P(T) =
(1-41T) ... (1=B;T). Soit x € C\[0,n—1] un zéro de F. Alors P(¢g~*) = 0 Donc
il existe i € [1,k] tel que 1 — B;¢g~* = 0. Ainsi, par 'hypothése de RIEMANN,
| ¢* |= q% = ¢®*®) Donc Re(z) = "T_l Donc dans le cas d’une courbe, ie
n=2, Re(z) = 3.

Remarque. Le cas 4 de I'exemple 2 fournit un contre-exemple & la premiére
conjecture. En effet, pour f = X1 X5,

1

Z(Hy/F,,T) = (1—T)(1— qT)?

qui n’est pas sous la forme annoncée. Cela explique ’hypothése que H 7 soit

lisse. Ici, aan et ;Tf s’annulent simultanément en [1,0,0]. Donc la conjecture
1 2

ne s’applique pas dans ce cas.

Théoréme 1 (Théoréme de DWORK). La fonction zéta d’une hypersurface (af-
fine ou projective) est le quotient de deux polynomes a coefficients dans Z et de
terme constant 1.



Ce théoréme sera admis. Dans la suite de ce rapport, nous nous intéresserons
surtout a un autre théoréme de DWORK qui porte sur les fonction zéta, et en
particulier, la suite (N7), le théoréme de la trace de DWORK.

Exemple 3. Supposons ici que p > 2. Soit f = X{ + X3 — 1. Alors f =
X2+ X2—X¢. Alors f et ses dérivées partielles ne s’annulent pas simultanément
sur P?(F,) et donc les conjectures de WEIL s’appliquent. Nous allons vérifier la
premiére conjecture explicitement. Calculons la fonction zéta de V = H - On
considére la fonction

(x2 + o, 221) si (z2 + o, 221) # 0

(0,1) sinon

<P1(3307931,$2)'—>{

 induit un isomorphisme entre V et la droite projective E, de réciproque

(21, 22) = (43:% + m§,4x1x2,4x% — x%)

On peut vérifier que, si (z{, 2}, xh) = ¥(x1,22) 2 + 2 — 22 = 0.
De plus, si (822, 8z122) # 0,

pop(z1,x2) = (827, 8122) = 8z1 (21, T2)

et si (82%,8z112) = 0,
pop(z1,z2) = (0,1)

Dans mes deux cas [z1, 23] = [p o ¥(x1, 22)]
De méme, si (xo + xg,2x1) # 0,

Y o p(z0, 21, 22) = Y(2 + T0), 2$1)
= (42 + 20)* + (221)%, 4(22 + o) (221), 4(22 + 20)* — (221)?)

= 4(x2 + 22 + 22 + 2x0w0, 2x01 + 22120, 25 — 3 + X3 + 2x0T2)
Puisque 2% + 23 — 23 = 0,
Yo p(zo, 1, 72) = 8(x0 + 22) (20, 71, T2)
t (zo + x2) # 0 Si xg + 29 = 221 =0,
Yo (xg,z1,22) = (0,1) = (1,0,-1)

Dans les deux cas, [z, z1,22] = [¢) o o(zg, 21, x2)].
Donc pour tout s, V(Fy:) est isomorphe & la droite projective P! (Fy:). Donc
Ns; = ¢° + 1. Et ainsi,

—ex ¢+1)
2V T) e | L= | = e ma g

Ce qui est bien la forme annoncée par la conjecture.



Le résultat suivant sur les Ny est étroitement lié & la premiére conjecture de
WEIL et au théoréme de DWORK. En effet, il est méme équivalent au théoréme
de DWORK.

Proposition 1. Il existe des complexes algébriques aq,...,a¢, B1,...,B4 € C

tels que
t u
Vs € N*, Ny = Zaf —Zﬁf
i=1 i=1

Démonstration. Notons f le polynéme en question. Alors d’aprés le théoréme

de DWORK, Z(H;/F,,T) = % avec S, R € 1+ TZ[T), de degrés respectifs

t,u € N*. On peut alors factoriser ces polynémes dans C ainsi :

ﬁﬁzﬁ (& —T) [0 - s1)

ﬁ‘“ t (5 -7)- h““m

Ainsi, les —1 et ﬁz sont des complexes algébriques, et donc les «; et les 3; aussi.
De plus

1—B,T)
=\ _ ke U5
(Hy/Fy, T) = exp (Z —T') = S(T) ~ =
i=1 11 —a;T)
=1
Donc
[e’e] N ] u t
(Z(H1/Fo, T)) = 3 =T = Y (1 = BT) = 3" In(1 = ai7)
=1 =1 =1
N w— (BT)* — (oT)*
=D
i=1 s=1 i=1 s=1
t U
o 2 af = 2 B
— Z =1 =1 Tg
s
s=1
Or ces séries ont des rayons strictement positifs, d’out le résultat. O

1.3 Les nombres p-adiques

Dans ce paragraphe, nous allons introduire le corps Q, des nombres p-
adiques pour un nombre premier p. Les corps des nombres p-adiques sont des
complétions de Q, et sont méme les seules complétions de Q autres que R



d’aprés le théoréme d’OSTROWSKI, énoncé ci-dessous. Ces corps possédent cer-
taines propriétés contre-intuitives car trés différentes des situations analogues
dans R.. C’est grace a ces corps que nous allons démontrer la formule de la trace
de DWORK.

Fixons p un nombre premier.

1.3.1 Propriétés de la norme p-adique ||.||,

Nous allons munir Q d’une norme qui s’avérera non-archimédienne.

Définition 4. Une norme sur un corps F est une application N : F' — RT telle
que

— Ve F,Nz)=0 < z=0

— Va,y € F, N(zy) = N(z)N(y)

— Vz,ye F, N(z+y) < N(z)+ N(y)

De plus, une norme est non-archimédienne si elle vérifie :

Va,y € F,N(z+y) < max(N(z), N(y))

Définition 5. Pour tout n € Z*, posons ord,(n) 4f 1 ott m € N est le plus
grand entier tel que p™ divise n. Pour n = 0 on pose ord,(0) = +oc.
On étend cette définition & Q. Pour x = £ € Q, olta € Z et b € Z*, on pose

ord,(z) def ord,(a) — ord,(b).
Remarque. ord,, est bien défini sur Z car 0 € {m | p™ divise n} # (). De plus,
Va,b € Z, ord,(ab) = ord,(a) + ord,(b) (1)

Ce résultat est classique car ord, correspond a la valuation p-adique sur Z.
(Notons n = ord,(a) et m = ord,(b). Si a ou b est nul, 'égalité est triviale.
Supposons a et b non nuls. Alors p™ | a et p™ | b donc p"t™ | ab et n +m <
ord, (ab). De plus pordrlab)—m | apim et p ne divise pas % donc par le lemme
d’EucLIDE, p°rd»(@)=m | g Donc ord,(ab) — m < n et ord,(ab) < n + m. D’oil
ordy(ab) =n+m.)

Montrons maintenant que ord,, est bien défini sur Q. Supposons pgcd(a,b) =
1 avec les notations de la définition et soit ¢ € Z*. Alors x = §< et ord,(z) =
ord,(ac) — ord,(be).

Ainsi, ord,(z) = ord,(a) + ord,(c) — ord,(b) — ord,(c) = ord,(a) — ord,(b).
L’application est donc bien définie.

On peut aussi étendre la propriété (1) de ord, a tout Q.

Lemme 2. Pour z,y € Q

ord,(zy) = ordy(x) + ord,(y) (2)
ord,(x +y) > min(ord,(z), ord,(y)) (3)



Démonstration. Démontrons I'égalité (2). Pour z,y € Qonnotex = § et y =
Ainsi

alo

ord,(zy) = ord, (%) = ordp(ac) — ord,(bd)

= ord,(a) + ordp(c) — ord,(b) — ord,(d)
= (ord,(a) — ord, (b)) + (ord,(c) — ord,(d))
= ord,(z) + ord,(y)

Démontrons maintenant l'inégalité (3). Commengons par le cas ou z,y € Z.
Par définition, p®d»(®) | z et p°rd»®) | y. Ainsi, si m = man(ord,(x),ord,(y)),
alors p™ | z 4+ y. Donc ord,(x + y) > min(ord,(z), ord,(y)). Supposons mainte-
nant z,y € Q et notons x = ¢ et y = 5. Alors

d+b
ordy,(z +y) = ord, (% + g) = ord, (ab—;c)
= ord,(ad + bc) — ord, (bd)
> min(ord,(ad) — ord,(bd), ord,(bc) — ord,(bd)) par le cas entier
> min(ord,(a) — ord,(b), ord,(c) — ord,(d))
> min(ord,(z), ordy(y))

O

Soit z € Q. Alors on peut noter x = £p"™ ot p ne divise ni a, ni b et ot m €
Z. Ainsi m correspond & ord,(z). L’application ord, a donc une interprétation
concréte sur Q, et méme nous verrons sur Q,, analogue & celle sur Z.

Le lemme suivant donne un exemple de calcul d’ordre p-adique qui sera utile
dans la suite.

Lemme 3. Soit n € N, écrit en base p, n = ag+a1p+---+asp® ou les a; sont

S
dans [0,p — 1], et notons S, = >_ a;. Alors
i=0

n—.=S
1) = n
ord,(n!) b1

Démonstration. ordy(n!) —ord,((n — 1)!) = ord,(n) et

n—Sn_n—l—Sn,l 1= (Sh = Sn-1)
p—1 p—1 p—1

Notons d = ord,(n). Alors n = agp® + - -+ + asp*. Donc

n=1=@-DIl+@-Dp+-+@-Dp"" +(ag - )p' + - +asp®

10



car aq # 0 par définition. Donc S, —S,—1 = 1—(p—1)d. D’ou d = %.
Enfin, ord,(1) =0 et Op_fslo =0 donc

n

ord,(n!) = ord,(0!) + 4 (ordy,(i!) —ord, ((i — 1)!))

0—-S) ~~(n—S5, n—1-S5,,
RERSICE =

p— —\p—-1 p—1
_n—>5,
-

Remarque. ordp(n!) =n—0 O(n) et méme ordy(n!) ~n—oo 577, car
0<8p < (p—1)(log,(n) +1)

De plus 1 est un valeur d’adhérence de S,,, donc S,, ne tend pas ver I'infini.

Définissons maintenant la norme p-adique ||.||,.
Définition 6. Pour = € Q on pose

]|, L porde @)

avec la convention p~>° = 0. Ainsi =0, ||0]|,, &,
Remarque. Cela définit bien une norme sur Q. En effet,
— |lzll, =0 <= ordy(z) =400 <= z=0.
— Va,y € Q, grace au (2) du lemme précédent,

—ord,(y) _ —ord,(x)—ord,(y)

— _ —ord,(x), —ord,(y)
lzyll, =p p p

= [lzllpllyllp

=D

— De méme, grace au (3) du lemme précédent, Vo, y € Q,

1z +yllp < max(flz]lp, [yllp) (< [zl + [yllp)

Cette norme est donc non-archimédienne.

On munit Q de cette norme p-adique.
Le résultat suivant précise le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire dans
tout corps muni d’une norme non-archimédienne.

Proposition 2. Soit F' un corps muni d’une norme non-archimédienne N.
Pour x,y € F,
N(z +y) < max(N(z), N(y))

avec égalité si N(x) # N(y).

11



Démonstration. L'inégalité découle de la définition. Supposons N(z) < N(y).
Alors N(y) = N((y — z) + ) < max(N(y — z), N(x)). Or N(y) > N(z), donc
N(y) < N(z—y) < N(y). Donc N(z—y) = N(y). De méme pour N(z+y). O

Remarque. Le fait que la norme soit non-archimédienne a plusieurs conséquences
intéressantes.

— Tout triangle est isocéle ! En effet, soient x,y,z € F.Si N(z—z) # N(y— z)
alors N(z —y) = max(N(y — z), N(z — z)). Donc le triangle (z,y, z) est
toujours isocéle.

— Notons B(x,r) ={y € F | N(y —x) < r} la boule ouverte de centre x et
de rayon r dans F. Soit y € B(x,r). Soit z € B(x, ).

N(z—y) <max(N(z—2x),Ny—z)) <r

Donc z € B(y, ). Ainsi B(x,r) C B(y,r) et par symétrie B(y,r) C B(z,r).
Donc
Vy € B(z,r), B(y,r) = B(x,7)

Un autre résultat qui découle du cas d’égalité est le lemme suivant.

Lemme 4. Pour toute suite de CAUCHY (a,) dans (Q, ||.|lp), la suite (||an]|p)
converge.

Démonstration. Soit (a,) une suite de CAUCHY dans Q pour la norme |.[|,.
Si (an) tend vers 0, le résultat est trivial. Supposons alors que (a,) ne tende
pas vers 0. Alors il existe € > 0 tel que pour tout N € N, il existe n > N tel
que |lanll, > €. Or (ay) est une suite de CAUCHY, donc il existe N € N tel
que pour tous n,m > N, |la, — anll, < €. En particulier, pour tout n > N,
llan, — an|l, < €. Prenons alors un N tel que |lan||, > €. Alors pour tout
B2 N, lanlly < max(lan — ayllps lax ). Bt puisaue [, — ayllp < € < axlp,
llanllp = |lan||p- Donc la suite (||a,||,) est stationnaire et donc convergeante. [

1.3.2 Construction de Q,

Dans ce paragraphe nous allons énoncer une construction du corps {2 donnée
notamment dans le livre de KoBLITZ [3]. Cette construction consiste d’abord
a compléter le corps Q en un corps Q,, complet pour la norme ||.||,. Ce corps
n’étant pas algébriquement clos, on considére sa cloture algébrique Qp. Mal-
heureusement, ce nouveau corps n’est pas complet. On le compléte donc en un
nouveau corps {2, qui est un corps complet et algébriquement clos.

La complétion de Q vers Q, est analogue a sa complétion, pour la norme
associé & la valeur absolue, vers R. En effet on désigne par Q, I’anneau des suites
de Caucny de (Q,|.||p), quotienté par I'idéal maximal des suites de (Q, ||.|/p)
tendant vers 0. En particulier, Q,, est bien un corps.

Ainsi, on peut étendre ||.|[, & Q,.

Définition 7. Pour tout o € Q,, on prend (a,) un représentant de a dans

I'ensemble des suites de CAUCHY de (Q,, ||.|/p). On pose |||, L Jim llan|lp-
n—oo

12



Remarque. |la|, est bien défini grace au lemme 4 et au fait que si deux suites de
CAUCHY, (ay) et (b,), sont des représentants de «, alors lim |a, — b/, = 0,
n—oo

et donc nl;rr;o llanll, = nhﬁrr;o 165 ] p-

Remarque. Que ce soit dans Q,, ou dans Q, ||.||, est & valeurs dans {p" },czU{0}.
On peut ainsi étendre ord, a Q, en posant ord,(a) = —log,(||a||,) pour a # 0.

Représenter les éléments de Q,, comme des classes d’équivalence de suites de
Cauchy dans (Q, ||.||p) n’est pas la facon la plus simple de les manipuler. Ainsi,
dans la suite nous allons les représenter comme dans le théoréme suivant qui
sera admis.

Théoréme 2. Pour tout o € Q,, il existe une unique suite d’entier (bp)n>m
ot m = ordy(a) € Z, tels que pour n > m, b, € [0,p — 1], by, >0 et

o= Z bnp™

n>m

Remarque. Ce théoréme a notamment pour conséquence le fait que Q, soit
équipotent & R. En effet, Q, est en bijection avec Z x [1,p—1] x [0, p—1]N, qui
est équipotent & R. Ainsi Q,, est aussi un analogue de R en terme de cardinalité.

De plus, nous n’allons pas préciser la construction explicite de Q) car elle ne
sera pas utile dans la suite. Nous allons donc désigner par ) une extension de
corps de Q,, qui est compléte et algébriquement close. Il peut étre utile de savoir
par ailleurs que § n’est pas une extension finie et que l’on étend la norme ||.||,
et la valuation ord, a (2.

Nous avons évoqué en introduction de cette partie que les corps Q, sont,
avec R, les seules complétions du corps Q. Cela est dii au théoréme suivant qui
sera admis. Ce théoréme illustre notamment I'importance des corps Q.

Théoréme 3 (Théoréme d’Ostrowski). Toute norme non triviale sur Q est
équivalente a ||.||, pour un p ou & la norme de la valeur absolue.
1.3.3 L’anneau Z,

Nous allons maintenant considérer 'anneau des entiers p-adiques.
Définition 8. L’anneau des entiers p-adiques Z, est défini ainsi.

Z, « {a € Q,lordy(a) >0} ={ae€ Q| |al, <1}

Autrement dit, les éléments de Z,, sont les nombres p-adiques qui peuvent s’écrire

a= Y b,p" avec Vn,b, € [0,p — 1].
n>0

Remarque. Z G Z,, car, par exemple, > 1p™ € Z, \ Z. De plus, Z et Z, n’ont
n>0

pas la méme cardinalité. En effet, Z,, est en bijection avec [0,p — 1]V et donc
avec R. Ainsi Z, et Q, ont la méme cardinalité.

13



Remarque. On peut étendre la notion de congruence modulo p® & Z,, :

anp”EZb;p" mod p° <= Vn € [0,s—1],b, =1,

n>0 n>0
Remarque. Z, est 'anneau des entiers de Q,,.
Proposition 3. (Z,,|.||,) est un compact, et est donc complet.

Démonstration. Nous déduisons de la définition que Z, est en bijection na-
turelle avec [0,p — 1]N. La distance d induite sur [0,p — 1]JN par |.|, est
d((zn), (yn)) = p~™ir{n€Nlzn#yn} Montrons que cette distance engendre la
topologie produit. Pour cela il suffit de montrer qu’une suite (av,) de [0,p — 1]N
converge dans ([0,p — 1], d) si et seulement si elle converge simplement.

Soit une suite (ay,) de [0,p — 1N qui converge pour la distance d vers
a* € [0,p— 1]N. Alors soient i € N et e = p~*. A partir d'un certain rang

N > 0, d(ay,a*) < €, donc pour n > N, ap; = «f. Donc (ay,) converge
simplement.

Supposons réciproquement que (a;,) converge simplement vers une suite a*
de [0,p — 1]N. Soient € > 0 et i, = —log,(¢). Il existe N € N tel que pour

n > N, pour ¢ € [0,%c], |an; —af| = 0 et donc d(ay,a*) < e. Donc la suite
converge pour d. La topologie est donc bien celle de la convergence simple, qui
est la topologie produit.

On peut donc conclure avec le théoréme de TYKHONOV. O

Proposition 4. Z est dense dans Z,,.

n .
Démonstration. 1l suffit de considérer a,, = > b;p* € Z, et ainsi
i=0

II-11
oy —

n—roo

O

Avec les deux propositions précédentes, nous pouvons démontrer le prochain
lemme qui sera utile dans la définition de la fonction 6.

Lemme 5. Pour tous v = § € Qp tel quebAp=1, etk € N, (Z) €Z,.

Démonstration. Nous pouvons déja remarquer qu’'un tel x est un entier p-adique.
En effet, ord,(b) = 0 donc ord,(x) > 0. Ainsi, puisque Z est dense dans Z,, il
existe une suite (x,) dans Z tel que x,, — z. Or, pour tout n € N, (mk”) € Z.
Par continuité de la multiplication et de 'inversion dans Q,, (mk") — (i) Ainsi,
par compacité de Z,, (i) € Z,. O

Nous allons maintenant énoncer un lemme important pour la suite qui per-
met de relever une racine d’un polynéme dans F,, en une racine dans Z,.
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Lemme 6 (Lemme de HENSEL). Soit un polynome f € Z,[X]. Supposons qu’il
existe un entier p-adique a € Z, tel que f(a) =0 mod p et f'(a) Z0 mod p.

Alors il existe un unique entier p-adique o’ € Z,, tel que f(a’) =0 etad =a
mod p.

Démonstration. Nous allons construire une suite (a,) d’entier dans Z tels que
pour tout n € N

f(an) =0 mod p™*! (4)
an = ap—1 mod p" (5)
0<a,<p"t (6)

Posons ag 'unique entier tel que ag € [0,p — 1] et ap = a mod p. Alors
f(ag) = 0 mod p. Si a; est un entier vérifiant les conditions voulues, alors
a1 = ag mod p donc il existe by € Z tel que a; = ag + bi1p. Donc

fla1) = f(ag + bip) = f(ao) + bipf'(ag) mod p°

Or f(ap) =0 mod p donc il existe a € [0,p — 1] tel que f(ag) = ap mod p.
Ainsi, la condition (4) devient ap+b1pf’(ap) =0 mod p? et donc a = —by f/(aop)
mod p. Or f'(ag) = f'(a) mod p donc f'(ap) #0 mod p et est donc inversible
dans F,. Ainsi, il existe un unique by € [0,p — 1] tel que by = —af’(ap)*
mod p. On pose alors a; = ag + b1p. Ce choix est unique a cause de la condition

(6).

Supposons ag, . . ., a,_1 définis de facon unique. Alors de méme, a,, = a,_1+ b,p".

De plus a,, doit vérifier f(a,) =0 mod p" ™. Or

f(anfl + bnpn) = f(an71> + bpnf/(anfl) mOd pn+1
=a/p" +b,p" f'(an_1) mod p"T!

ol o' est un entier tel que f(a,_1) = o'p™ mod p"*?, car f(a,_1) =0 mod p”
par hypothése. Ainsi, la condition devient o’ + b, f'(ap—1) = 0 mod p. Or
an—1 = g mod pdone f'(an—1) = f'(ap) Z0 mod p. Donc de méme que dans
le premier cas, on définit b,, I'unique entier dans [0, p—1] tel que b, = o' f'(an_1) .
Ainsi, on pose a, = an—1 + b,p" et a, est définit de fagon unique & cause de la
condition (6).

Ainsi, la suite (a,,) est définie de fagon unique et vérifie les conditions voulues
par construction.

S .
On pose alors @’ = ag + > bjp* € Z,. Ainsi, a’ = a mod p. Il reste donc a
i=1
mountrer que f(a’) = 0 et que a’ est unique. Que f(a’) soit nul découle du fait
que pour n € N, f(a’) = f(a,) =0 mod p"*!. Maintenant si a” € Z, convient,
S .
alors a” = Y bip* ot les b vérifient les conditions ci-dessus. Ainsi a” = a/, d’ou
i=0

I'unicité. O
Exemple 4. Considérons f = X2 + 1 € Z13[X]. alors f(5) = 0 mod 13 et
f/(5) = 11 £ 0 mod 13. Donc il existe o € Z13 tel que & = 5 mod 13 et tel
que f(a) = 0. Autrement dit, -1 est un carré dans Z3.
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1.3.4 Convergence des suites et séries dans 2

Nous allons terminer ce paragraphe sur des propriétés intéressantes de conver-
gence dans le corps (2, [|.||,)-

Proposition 5. Soit Y a,, un série a coefficients dans Q. Alors > a,, converge
dans (, ]|.||p) si et seulement st ||ay||, —— 0.
n—oo

Démonstration. Le sens direct est immeédiat. Supposons que ||ay|, — 0.
n—oQ

n

Puisque 2 est complet, il suffit de montrer que la suite (S,) = (3 a;), est de
i=0

Cauchy. Soit € > 0 et soient n > m > 0.

n

1S = Simllp =11 D aill, < max_aill,

. m+1<i<n

1=m-+1
Or il existe N > 0 tel que pour n > N, ||ay|l, < €. Donc en prenant n,m > N,
on trouve ||S, — Sp||p < €. Donc Y a, converge. O

Exemple 5 (La fonction exponentielle). Considérons la fonction exponentielle
o0

classique exp(z) = > %’: Alors exp(z) converge si et seulement si %l: — 0,

k=0 k— o0
ie. kord,(x) — ord,(k!) = oo Or, nous avons vu que ord,(k!) = %.
—00

Donc exp(z) converge si et seulement si k(ord,(x) + p—il) + %
1

équivaut a ord,(z) > i Donc le rayon de convergence de exp dans Q,, et

plus généralement dans le corps €2, est pﬁ.

— 0. Cela
k—o0

Proposition 6. Soit (a,) une suite de CAUCHY de Q). Alors (a,) converge si
et seulement si ap+1 — a, — 0.
n—oo

Démonstration. Cela découle de I'inégalité ultramétrique

Vim0 an —anlly < max i - ail,

2 Expression et calcul des N,
Pour toute la suite nous considérons une puissance g de p, ¢ = p®.

2.1 Ro, Rl, et R

Nous avons pour l'instant défini les anneaux Z, C Q, C €. Nous allons
maintenant définir trois nouveaux anneaux qui seront des anneaux intermé-
diaires entre Z, et 2. Pour cela, nous considérons la suite (7, )nenu{so} de Q
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telle que,

n 7

Yoo —
Vn € NU {00}, i=0 ”
ord,y, = p%l

Dans le cas n = 1, 77 est une racine dans €2 du polynéme pX + X?. Puisque
(2 est algébriquement clos, le polyndome admet p racines. Soit o une de ses p — 1
racines non nulles. Alors ord, () = ordp(%) = pord,(a) — 1. Donc ord,(a) =

ﬁ. On choisit alors une de ces p — 1 racines non nulles.
Nous allons admettre ’existence de ,, dans les autres cas car nous utiliserons
dans la suite principalement ~; et briévement vu.

Posons pour alléger les notations 7 def 1. On définit alors 'anneau
Ry ¥ 7, ] = Zp[X] /xp-1 4

Remarque. 7P = —pm
La propriété qui suit est une conséquence d’une version du lemme de HENSEL.

Proposition 7. Il existe p racines p-émes de l'unité distinctes dans Ry, de la
forme 1 4 mty, ot t1,...,t, € Ry.

Démonstration. 1l s’agit de trouver p racines distinctes de (1 + 7X)? — 1 dans
R;. Nous allons appliquer une version du lemme de HENSEL analogue & celle
énoncée ci-dessus.

Lemme 7. Soit f € Z[r][X]. Si x est une racine simple de f dans Z[7] /(7r)7

alors il existe un unique & € Ry = Zy[n] tel que T =z mod 7.

0,...,p — 1 sont p racines distinctes de (1 + 7X)? — 1 dans Z[r] /(ﬂ) et

donc des racines simples. On peut alors appliquer le lemme & chacune, ce qui
démontre le résultat. O

Remarque. Cela montre que non seulement toutes les p racines p-émes de I'unité
dans 2 sont dans Ry, mais aussi que ces racines sont distinctes modulo 2.
)
Pour la suite, nous devons définir I’indice de ramification d’une extension de
Q,, qui nécessitera un lemme préliminaire.

Lemme 8. Soit K une extension finie de Q,, de degré f. Alors ord,(K) C %Z.

Définition 9. Soit K une extension de Q, de degré fini f. Alors ord,(K) est
de la forme %Z, ou e|f. Alors l'indice de ramification de K est lentier e.

L’extension est totalement ramifiée si e = f, et elle est non-ramifiée sie = 1.

Nous définissons maintenant I’anneau Ry. Pour cela, nous avons besoin de
la prochaine proposition, que nous allons admettre.

Proposition 8. Pour tout f € N*, il existe une unique extension de corps
non-ramifiée de Q,, de degré f.
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On prend donc K l'unique extension non-ramifiée de Q,, de degré a (ou
g = p®). Puis on pose Ry son anneau des entiers, ie

Ro=A{z e K|[lz], <1}

Enfin, on pose R le sous-anneau de €2 engendré par Ry et R;. On obtient

ainsi le schéma ci-dessous.
Q

R
Ro Ry
Zy
Explicitons Ry. F; est une extension de F, de degré a. Ainsi il s’écrit
F,= Fy[X] /h(X)’ avec h € F,,[X] irréductible de degré a. On reléve donc les
coefficients de h vers Z,, en prenant pour tout coefficient @ € F,,a € [-5+1, Z].

Notons & € Z,[X] ce nouveau polynome. Considérons alors Z, (1] = Zp[X] / h(X),
oul 11 € ) est une racine de h. On admet que Ry = Z,[1].

Les morphismes w et 7 Maintenant que nous avons défini ces trois anneaux,
nous allons définir un relévement w depuis Fq vers €2, un corps de caractéristique
nulle. Cela nous servira notamment & relever un polynéme de F, en un polynéme
de R. On pose donc w(0) = 0, et pour = € F,, w(x) est I'unique racine de I'unité
dans Q, dont l'ordre divise l'ordre de z, et tel que w(x) = « mod p. Un tel
relévement s’appelle un relévement de Teichmiiller. Par unicité de 1’extension
non-ramifiée de Q,, d’ordre a, pour z € F,, w(z) € Ry.

Enfin, nous allons introduire un relévement du morphisme de FROBENIUS
en un automorphisme 7 de R. Pour cela on pose 7 : R — R un morphisme
Z,-linéaire tel que 7(m) = 7 et tel que 7(u) est 'unique racine de h congru a uP
modulo p. Ainsi 7)g, = idg, et 7 permute les racines de h. T est bien défini car,
d’aprés ce qui précéde, on peut écrire R = Zy, [, 7], et puisque 7 est Zj-linéaire,
il suffit de fixer 7(7) et 7(u). La bonne définitions de 7(u) repose sur le lemme
de HENSEL. Enfin, on étend 7 & R[[X]] en posant 7(X) = X.

Lemme 9. Pourz € Fy, 7(w(z)) = w(x)?.

Démonstration. Soit z € F,\{0}. Alors 24~! = 1. Alors par définition, w(z)?~ = 1.
Et puisque 7 est un automorphisme, 7(w(z))?~* = 1. Donc 7(w(x)) est une ra-
cine ¢ — 1-éme de 'unité. Or w(x)P est aussi une racine ¢ — 1-éme de 1'unité, et
T(w(z)) = w(z)? mod p. D’ou le résultat. O

Cela justifie le fait qu’on appelle 7 un relévement du morphisme de FROBE-
NIUS.
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2.2 Formule de la trace de DWORK

L’objectif de ce paragraphe est de prouver I’expression suivante des N;. On
rappelle que g = p® et n € N* sont fixés et que pour tout s € N*|

Ny =z e (Fg.)" | f(x) = 0}
Fixons aussi f € Fg[X1,...,X,].

Théoréme 4 (Formule de la trace de DWORK). Pour s € N*,
(¢° = )" Tr(Mg) = "Ny = (¢" = 1)"
ot M7 est une matrice infinie qui sera définie dans ce paragraphe.

Cette formule repose sur un lemme essentiel, mais simple, sur les caractéres
de F s, a valeurs dans le groupe des unité d’'un anneau commutatif.

Définition 10 (Caractére). Un caractére de Fy= & valeurs dans un anneau A
est un morphisme de groupe ¢ : (Fge,+) — (A%, x).

Lemme 10. Soit un caractére non trivial ¢ : Fgs — A, ot A est un anneau

contenant Z, tel que Y, ¢(x) =0. Alors
z€F s

> elaof(@i,.wa) =Ny — (¢ = 1)"

z€(Frs)ntt

0 si 0
Démonstration. Soit u € Fgs. Alors Y~ ¢(zou) = stu Ce résultat

zoE€F s qs siu=0
classique découle du fait que, si v # 0, puisque ¢ est non trivial, il existe z € Fs
tel que p(z) # 0. Or

Z p(zou) = Z p(@)p(z™ zou)

IoEFqs IQGFqs

o(x) Z p(a” zou)

= lzo€EF s

=p(@) Y plow)

a:oqus

Ainsi, puisque p(z) #1, > @(zou) =0.

zo€EF s
Donc > o(xof(x1,...,2n)) = ¢°*NZ. Et en retirant le cas zo = 0,
2€F s X (Fr o)™
on trouve le résultat voulu. O

Il s’agira donc dans la suite de trouver une suite de caractéres convenables
pour démontrer le théoréme 4. La suite en question fera apparaitre la fonction
trace de Fys vers F.
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Définition 11 (Trace). On définit la trace d’une élément x € F - ainsi

Tre,.r,(x) =z +27+ -+ 24 € F,

Remarque. Cette application est bien définie. En effet, si x € Fis,

(Tre,. /e, (0))" = (@ +at 4 b2t )
=29+ 27 442t
=Trg,./r,(7)

Donc Trg, . /r,(z) est racine de X? — X dans Fys. Donc Ty . /p, () € Fy.

2.2.1 La fonction 0

Le suite de caractéres qui va nous intéresser est une suite de la forme
s = P10 TrFqs/Fq : Fgs — Ry pour tout s > 1, ot 1 : Fg — Ry de-
vra étre un caractére non trivial. Pour cela, nous allons introduire des fonction
exponentielles. En particulier, nous allons poser

o5y = o (52 ) <t )

. c 1 N Tr
Puis nous considérerons les caractéres ¥, = 6(1)" Fa*/Fa,

Remarque. A premiére vue, ce caractére serait trivial. Or la convergence de 6
sur le disque unité fermé est plus compliquée que cela. Nous ne pouvons donc
pas directement substituer 1 & z dans l'expression exp(wz — 72P), en particulier
parce que cette série ne converge pas sur tout le cercle unité dans (€, ||.||,). La

oo i i
série exp(mz—mzP) = > @ converge si et seulement si =)
=0 ’ : i—00
ie. ordp((”_iizrzp)l) — 00. Or
) 1—00

— 2P\t 9.

ordp(w) = tordy(m) +dord, (z — 2¥) —ord, (i!) = 711 +dord,(z — 2P)
i! p—

d’aprés le lemme 3. Donc il faut et il suffit que ord,(z — 2?) > 0. Ainsi, si on
prend z de norme 1 tel que ||z — 2P||, = 1, alors ord,(z — zP) = 0 et le terme
général ne tend pas vers 0. Donc la série ne converge pas en z. On pourrait, par
exemple, prendre z = —1 si p # 2. On verra en effet que 6(1) # 1.

Notons 0(z) = > A\.2".
r=0

Proposition 9. Il existe e > 0 tel que 8 converge sur le disque {z € Q| ||z||, < 1+ €}.
En particulier, 0 converge sur le disque unité fermé.

Lemme 11. Pourr € N, A\, € Ry et ordy(\;) > (”;721%,

Pour montrer ce lemme, on écrit la série 8 sous forme de produit.
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Lemme 12.

Il
—8
—
=
\
N
kol
=
|
==
—
J
-

exp(2)

ot 1 est ici la fonction de MOBIUS.

Remarque. Pour rappelle, si n = p; ...p, avec les p; distincts, u(n) = (—1)%. Si
n est divisible par le carré d’un nombre premier, alors p(n) = 0.

Démonstration. Commencgons par démontrer ’égalité 7.

In (H(l - Z’“)‘“(km> — —@ In(1—2%) =" —@ >

k=1

car Y (k) = 0 pour k > 2. D’ou I'égalité 7. L’égalité 8 en découle en ne faisant

klj
apparaitre que les cas oil p® ne divise pas k, car dans les autres cas u(k) = 0 et
si k Ap=1, p(pk) = —p(k). O

De ce lemme, on tire les expressions suivantes :

(24 2) = expl() exp(2)
exp(z + —) = exp(z) exp(—
p p

I
~—
—
\
I\
El
N
|
e
/\v
—
\
W
s
B
S~—"
==
sz
/~
~—
\
I\
i
B
N
|
e
/\v
—
I
B
—
d
3
—
=

Il
—~
—_
|
N
e
~
|
d
—
—_
|
W
I
bS]
N
>
]
¥

k=1
kAp=1
Et enfin,
(W'Z)p k _ky— 1) kp?  kp?\ L)
9(z)zexp T2+ — | = H(].—?T ) k(l—ﬂpzp)kpz
p

kAp=1

Nous allons partir de cette expression pour montrer les résultats voulus sur

L(k)
le \,. Montrons d’abord que pour kAp = let j € N, % €Zyet (Jj’f ) € Zy.
Premiérement, @ € Qp et si @ # 0, ordp(%) = —ord,(k) = 0 car

k A p= 1. Donc ||%Hp <1, ie. ”(Tk) € Z,. Ensuite, nous pouvons appliquer
le lemme 5 et conclure.
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S} .
Le terme (1 — 7%2%)="“% Ce terme s'écrit (1 — 7f2%)~“% = 3 b (k)zkI
i=0
_ p(k) kN _ plk) . ’
avec b;(k) = ( P )(—=7*)3. Alors ord,(b;(k) = ord,(( i )) + jkordy(r). Or
k) _ute) ” Y
(T F) € Z, et donc ord,(( s )) > 0. Donc ord,, (b; (k) > 5 2 Bk
(k) (k) oo
Le terme (1—mkP” zkp") ®”  De méme, ce terme s'écrit (1—m+?° 2+7°) W = >
§=0
_ k) .
avec ¢;(kp?) = ( EPQ )(—ﬂ'kPQ)j. Nous avons vu précédemment que pour tout

S
n=ag+aap+---+ap® €N, ord,(n!) = "p__sl", ou S, = > a;. Ainsi S,, <n,
i=0

donc ord,(n!) < ;%5 pour n > 0. Donc

ord, ((;’”)) - Zd (4 i) - onay )

= ord, (W) — ord,(5!)

i=0

<.
[

= i (ord,(u(k) — kp?i) — ordp(ka)) —ordy,(5!)

j—

> Z —ord, (kp?) — ord,(j!) car (k) — kp*i € Z,

—

i=0
) J
i _J
> ] b— 1
Alors
p(k)
ord,(c;(kp*)) = ord, ( kp? > + ord, ((—7*P")7)
J
. -k 2 _ 1
> —9j — J +Jp >p jk?p2

= T2

p—1 p-1 P

Conclusions sur la convergence de § Revenons a I’expression
o k(k)

6(z)= [ (1—abeh)= 5 (1 —abo’ 40"

kAp=1
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Ainsi

0=) = T Do bik)=" > cjkp?)hav

kAp=1 j=0 =0
=11 X | X bvimearw? |
EAp=1 N>0 3,20
kj+kip2=N
= II Y. dn(k)="
kAp=1 N>0
Avec ce qui précéde,
-1 —1
ordy(dw (k) = min  (ord, (b (k)ei(kp?))) > Fr=(hj + kip?) = Fom N
kj+hip?=N p p

o0
Or 0(z) = > A\r2" ol A, est alors une somme de produits de dy (k) avec,
r=0
pour chaque terme de la somme, les N dans le produit somment & r. Donc
ord,(\,) > 2517, Cela montre aussi que A, € Ry = Zy[n] puisque les b; et ¢;
sont dans Ry et donc les dy aussi. Ce qui démontre le lemme 11.
Nous pouvons enfin conclure la démonstration de la proposition 9. 6(z)

converge si et seulement si ord,(A,2") —— oco. Or
r—00

-1
ord,(A\-2") = ord,(A,) + rord,(z) > (p 7 + ordp(z)> r
p

po1 po1
Donc il suffit que ord,(z) > —pp_217 ie ||z|l, < p»® . En posant e =p »> —1 >0,
on obtient le résultat voulu.

Proposition 10. §(z) =1+ 7z mod 722>

Démonstration. On considére la fonction exponentielle d’ ARTIN-HASSE :

i
2P

E(z) = H (1—zk)_%:exp Z—

Y2
kAp=1 >0 P

S5} .
de sorte que E(rz) = 6(z) mod 27", Ainsi, E(7z) = [[ . bj(k)2*, et par
kAp=1j=0
le méme raisonnement que ci-dessus, on déduit que pour r € [0, p? — 1],

r
ord, () >
p(Ar) -

1
Alors, avec ce qui précéde, pour r > 2, ord,(A,) > ]%, et r>2,

A-=0 mod 72
De plus A\g = 0(0) =1, et Ay = b1(1) = 7. D’ou le résultat. O
Remarque. On en déduit que 6(1) # 1.
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2.2.2 La suite de caractéres ¥V,

Ce qui précéde nous permet de définir la suite de caractéres suivante.
ak—1 ;
Définition 12. Notons pourk > 1, ®p(z) = [] 0(zP ) des séries a coefficients
i=0
dans R;. Alors on pose

Uip(z) =Prow:Fpp — Ry

Remarque. On rappelle que ¢ = p® et que w est le relévement de TEICHMULLER.

Nous allons maintenant montrer que cette suite de caractéres est de la forme
voulue, c’est-a-dire ¥, = W¥; o TTFqk JF, €t que W, est bien & valeurs dans R;.
Pour cela, nous allons montrer que 6 est une splitting function.

Définition 13 (Splitting function). Une fonction 6 est une splitting function

o0

si 6 est une série entiére & coefficients dans (2, notons 6(z) = Az et sielle
i=0

vérifie les propriétés suivantes.

1. Il existe b > 0 tel que pour tout ¢ € N, ord,();) > bi
2. 6(1) est une racine p-éme primitive de 'unité
3. Pour tous v € Q tel qu'il existe s € N* avec v** =,

s—1 ; Sil AP
[1067) =600
=0

i

4. 11 existe une extension finie K de Q, telle que pour i € N, \; € K.

Les propriétés 1 et 4 sont des conséquences du lemme 11.
On montre alors que 6(1) est une racine p-éme de 1'uniteé.

0(2)" = exp(p(rz — wz")) = exp(pmz) exp(—pm2’)

On peut ici appliquer ces fonctions en z = 1 directement car les séries exp(prz)

et exp(—pmzP) convergent bien sur le disque unité fermé. En effet le terme

(PT"Z')n et
n!

général de exp(pmz) est

n
ord, <(p7:;) > =n (1 + ﬁ + ordp(z)) fnp _‘Sin = n(1+ordp(z))+1% — 00
si ordy(z) > —1, ie si ||z]|, < p. De méme pour exp(—pmz?P). Ainsi, §(1)P = 1.
6(1) est donc méme une racine p-éme primitive de 'unité. En particulier, la
proposition 7 confirme que (1) € Ry = Zy[n]. cela démontre la propriété 2.

Nous allons maintenant montrer la propriété 3, dans le cas qui nous intéresse.
Soit v € 1, tel qu'il existe k € N* avec fypak = . Alors comme précédemment

s—1 p s—1
(H 9(71’1)) = exp (;mTZ(vpl — P )) = exp(pmy) exp(—pmy?" ) = 1
i=0 1=0
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De plus [ 6(1)7=° = 1 car 0(1) est une racine p-éme. Et nous avons vu

s=1
> s—=1
précédemment que 0(z) = 1+72z mod 7222 Donc #(1)7=° =1+nx (Z P )
7=0
s—1

s—1 ; s—=1 s—1 i >
mod 2 et [[ 0(v?)=1+7| >, +* | mod w2 Donc [] 6(47) et 6(1)i=°
=0 7=0 =0

3

P i

K3
sont des racine p-éme de I'unité dans 2 Or nous avons vu que les racines p-éme

s=1

s—1 i Z P
dans Q sont distinctes modulo 72. Donc [] 8(77") = 6(1)7=°
i=0

On en conclut que ¥ (.) = 6(1)“() : F, — R; est un caractére non trivial et
pour k > 1, Uy, =¥, 0 TrFqk/Fq. Pour pouvoir appliquer le lemme 10 dans la

suite, il reste & vérifier que pour k € N*, >° Uy(z) =0. Or
zeF 1
q

S v = 3 o) e =k 3T g1 =0

xquk xEFqk xer
car 6(1) # 1.
Remarque. Dans ses travaux, DWORK définit toute une suite de telles splitting
k i
functions, chacune définie de fagon analogue & 6 : 05 (2) = exp (Z W), ou
i=0
v, est définit au début de la partie 2.1.

Nous trouvons enfin ’expression pour N

Vs € N*, Z Us(zof(z1,...,20)) = ¢’ NI — (¢° = 1)"

TE(Fy, )L

Nous allons alors trouver une nouvelle expression du membre de gauche.

Rappelons que f € Fy[Xq,...,X,]. Nous définissons alors trois nouvelles fonc-
tions :
Xof = a; X’
jeJ

ot J C N"T! est fini. Notons a; = w(a;)
- a_l . 3
F(X) = [T 0(a;x7) et F@x) =TT TT 0((a;X7)7"))
JjeJ jeJ s=0

Nous verrons dans la démonstration de la proposition suivante que F(®)
apparait naturellement, ce qui justifie que 'on prenne F(%) sous cette forme.
On trouve alors I'expression suivante :
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Proposition 11.

Vs e N ¢°N: — (¢ —1)" = Y FO@@)F@(a7).. F@ i)

re°—1=1

ot la somme se fait sur les (n + 1)-uplets de racines (¢° — 1)-émes de l'unité
dans Q.

Démonstration. Soient s € N* et & € (Fy )"t

qjs(fof(jla-”ajn)) = \Ijs( C_Ljd_?j)
jedJ
= H \Ils(djzij) car U, est un caractére
jeJ
= H ‘I’s(ajxj) par définition
jeJ

= H (1:[ 0((ajxj)pi)> par définition

jEJ \ i=0

s—1a—1
= H (H H 9((ajxj)p‘“ pk)> en posant i — ai +k

je€J \i'=0k=0

= F@()P@(9) F@) (29"
On trouve alors le résultat en sommant sur (F}.)" "' O

Nous terminons ce paragraphe sur un résultat exprimant le lien entre F' et

F),

a—1 i
Lemme 13. F()(X) = [[ 74(F(X?"))

i=0
Démonstration. 1l suffit de montrer que

vi € [0.a 1], 7 (F(x™) = [] 0((a;x7)")
jeJ
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Or 7(X) = X, 1g, = idg, et pour j € J, 7(a;) = 7(w(a;)) = w(a;)? = a
d’aprés le lemme 9. Donc

AEO () = 7 ([] 0 X))
JjeJ
—H@ X“’ )) car Vr, A\ € Ry et af} = a;
jed
—H9 (a;) X”’ Jcar 7(X) =X
jedJ
= [T o((a; x5y
jedJ
D’ot le résultat. O

2.2.3 Fin de la démonstration de la formule de la trace de DWORK

On considére le support de f € F,[X1,...,X,], noté Supp(f) C N”, l'en-

semble des n-uplets des puissances des termes de f. Autrement dit f = > a; X?,
iel

ou I C N™, et pour tout i € I, a; # 0. ©
Définition 14. On note §; = Conv(Supp(f)) C R™, 'enveloppe convexe du
support de f. On appelle d; le polytope de NEWTON de f.

De plus, si on note d = deg(f), on pose do C R™ lenveloppe convexe de
(0,...,0) et des sommets (d,0,...,0),(0,d,0,...,0),...,(0,...,0,d)).

Alors pour tout polytope convexe & tel que 61, C § C 6, on pose A C R**!
I'enveloppe convexe de I'origine avec I'image de § par x € R™ — (1,z) € R*HL.

Ensuite, C'(A) désignera ’enveloppe positive de A, c’est & dire

C(A)={tzcR" |tc RT,zc A}

Enfin, on définit anneau £ = { > A X" | A, € R}
reC(A)Nzr+

Remarque. A7 est le polytope de NEWTON de X f.

Exemple 6. Considérons f = X; + X7 X5 + X1 X3. Alors les ensembles 07, Ay
et C'(Aq) sont illustrés dans la figure 1.

Exemple 7. F € £4, et grace au lemme 13, F(®) € £

Nous allons maintenant définir trois fonctions principales qui apparaissent
dans la formule de DWORK et dans sa preuve. Tout d’abord, nous définissons
une sorte de morphisme de FROBENIUS inverse.

Définition 15. On définit ¢, sur R[[X]] ainsi :

X7 siplr

0 sinon

7/)p(XT) = {
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T T

FIGURE 1 - §1, Ay et C(Ay)

Puis on I'étend & tout R[[X]] par 7~ !-linéarité, ie
(A0 = T (67 = S )

Remarque. 1, n’est pas Uinverse de 7 car 7(>_ A, X") = >, 7(4,)X" et non

T s
> 7(A;)XP", et tout simplement car 1, n’est pas un automorphisme.
T

Définition 16. On pose
a=1Yp,oF
Qg =1y oF (a)
ol F et F(® agissent par multiplication.
Remarque. vy a la méme action que 9.

Lemme 14.
a

Qg =«
Démonstration. Pour commencer, nous remarquons que pour H € R[[X]],
Up o H(XP) =77 (H(X)) oty
En effet, en notant H = > H, X",
T
¥, 0 H(XP)) Zfl Yo XP) =77 (H,) X" o1y
T
= T_l(H(X)) oty
car ¢, o XP" et X" o4, coincident sur les monodmes et donc sur tout R[[X]] par
7~ L linéariteé.
Montrons alors par récurrence sur b la proposition suivante :

Vb € N*,VH € R[[X]}, ¢ o HT )) = (Yo H)’

28



Le cas b = 1 est trivial. Soit b > 2 et supposons le résultat vrai pour i € [1,b—1].
Soit H € R[[X]].

b—2 _
HT =ybo ( <XP“>>HT"<H<XPI>)>
1=0
b—2 ‘
= tpo (v oI H(XT))) (HﬂH(XPU))
=0
b—2 _
= (o H(X)) 0 (w;;-l o[1 ﬂ(H(XPI)))
=0

grace & la remarque ci-dessus. Ainsi, la propriété de récurrence est vraie et en
prenant H = F', le lemme est démontré. O

Remarque. o est 7~ !-linéaire comme 1),. Donc «a, est 7~ %linéaire. Or 7* = id,
donc a, est tout simplement linéaire.

Lemme 15. £ est stable par o et .

Démonstration. Cela découle tout d’abord du fait que F et F(®) sont dans £4. 11
suffit maintenant de montrer que £ est stable par . Soit r € C(A)NZ" 1. Si
p Ar, p(X") =0 € La. Sipr, T € C(A) car C(A) est stable par multiplication
par un réel positif, et * € Z" . Donc 1,(X") € £a et donc par 7~ !-linéarité,
L est stable par 1. O

On considére alors les matrices qui décrivent ’action de a et oy sur £a par
multiplication & gauche.

Définition 17. Notons F(X) = S F.X" et F@(X) = S EYX" (F et F@

-
sont dan £a). On pose alors M = (My)uvec(a) et My = (mq(ﬁz,)u,vec(A) les
matrices infinies avec, pour u,v € C(A),

My = T_l(Fpufv)

m(a) _ F(a)

qu—uv
ot F, = F\ = 0sir¢ C(A)NN+L,

Remarque. Ce choix de M et M, se justifie ainsi :

a(Xv) _ wp(z FTXrJrv ZTfl Xr+v)
- Y )

-
plr+v

29



car ¥, (X"t") =0si P fr+ v. On pose alors r + v = pu et on trouve
AX") =Y 7 (Fpumo)tp(XPY)
=3 7 (Fpuu) X"
= i My, p X "

Et de méme pour M,.
De plus, pour tout k € N, M* et MF¥ sont bien définis car leurs coefficient
ne sont que des sommes finies de produits finis des coefficients de M et M,.

Remarque. Nous pouvons aussi étendre ces définitions & M., pour tout k € N*,
k=1 .
ot Mgy, est alors la matrice infinie représentant action de ¢2% o T Fla)(Xxd)

=0
sur L£a.

Cette derniére remarque se justifie d’autant plus avec le lemme suivant.

Lemme 16. Pour k € N*, M, = M(f

k—1
Démonstration. Pour cela, il suffit de montrer que af = ¢o¥ o J] F(@)(X7).
i=0

Or af = (1/11‘; ) F(a))k, et nous avons montré dans la démonstration du lemme
14 que pour H € R[[X]],

Upo H(XP) =17 (H(X)) oty

Ainsi,
Yy o H(XP') = H(X) o ¢y

Et on trouve le résultat en prenant H = F (@) et en remontant progressivement
les F(®)(X7). O

Il manque alors un dernier élément pour énoncer et démontrer la formule de
la trace de DWORK.

Définition 18. On définit la trace d’une matrice infinie M,

> m(u,u) si cette somme converge
Tr(M)=( u

00 sinon

On rappelle alors le théoréme 4.

Théoréme (Formule de la trace de DWORK). Pour s € N*,

(¢° = )" Tr(Mg) = ¢*N7 — (¢ = 1)"
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Démonstration. On a montré jusque la dans la poposition 11 ’égalité suivante
VseNLGN — (¢ =)= Y FO@FO ). FOE)
ra°—1=1

ot la somme se fait sur les (n+ 1)-uplets de racines (¢° — 1)-émes de I'unité dans

Q.
Nous allons montrer 1’égalité, pour tout s,

s—1

> FO@)P@ (@), F@ ) = (¢° — 1)" T Tr(Mas)

xe®—1=1

On trouvera alors le résultat grace au lemme 16.

s—1 )
Soit s € N*. On note [[ F(®(X9') = > F9XT Alors
=0 reC(A)nzn+t
s—1 )
Z H F(a) (.Z'(f) _ Z Z Fr(as)wr
x3°—1=1 ¢=0 ga®—-1=1 r
(¥ )
T ze°—1=1
Or par un résultat classique, identique au résultat de la démonstration du lemme
10,
q® —1siqg® —1r;
Z 7 =304
prt i 0 sinon
Donc

s—1
> IF“a) =3 B -y

q5—1—-11=0 T
® q*—1|r

= (" -1 n+1ZFaS)

s—1 i
Or M, est la matrice de ¢5° o [] F(@)(X49). Donc
i=0

s—1
(,L/)Zs ° H F(a) (th)> (XU) _ wgs (Z Fr(str—i-U)

=0 T

_§ as XV
- Fquv

comme précédemment. Donc m&a;) = Fq(ai) »- Et donc

Z FU) = Tr(Mgs) = Tr(ME)

qs—1)r

Ainsi le théoréme est démontré. ]
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3 Quelques résultats sur le degré des fonctions L

Dans cette partie, nous allons briévement présenter quelques résultats que
nous admettrons sur le degré d’un type de fonction proche des fonctions zéta :
les fonction L. Ces résultats sont dues notamment aux travaux de DWORK, puis
ADOLPHSON et SPERBER dans [1].

Nous maintenons la notation ¢ = p® o p est premier. Nous fixons quatre
entiers n,m € N*, r, s € N, tels que n = r + s. Nous notons aussi S = [1,n],

S = [1,7] et So = [r + 1,n]. Nous allons considérer des sommes expo-

nentielles dans un cas plus général que précédemment, sur la variété suivante

V. = (Fg )" x A Nous imposons aussi des conditions différentes aux

polynoémes que nous étudions. En particulier, nous fixons f = > a; X7 dans
JEJ

F [ X1,..., X5, (X1...X,)71], et nous exigeons qu’il soit non-dégénéré et com-

mode par rapport & S5, que nous expliquerons ci-dessous.

Définition 19. Les fonctions L de variétés algébriques sont des objets sem-
blables aux fonctions zéta, mais définies a partir des suites que nous noterons
(Si)ien+ et (S})ien+. Soit ¢ : F; — C un caractére non trivial. Posons pour
i€ N*,

Si

> o Tre /¥, (f(z))

z€V(F i)
Si= Y. ¢oTre r,(f(2)

X \n .
€ (F )" (F 1)

ot X(Fy)={reX |zt =1}.
Nous posons donc

les fonctions L associées a f.

Remarque. La définition est indépendante du choix de 3. Dans la suite nous
utiliserons le méme choix que précédemment, ¥ = Wy

Remarque. Nous pouvons lier Sf & N} de la fagon suivante. Si (N;) est la suite
associée a un polynome f € Fy[Xq,..., X,_1] et (S]) est associée a X, f alors

d’aprés ce qui précede, Sf = ¢* N} — (¢ — 1)~ Ainsi, d’aprés ce qui précede,
S; = (¢' = )" Tr(M,)

On supposera ce résultat dans le cas général.
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Notons 0 'opérateur agissant sur une série entiére g de terme constant 1, de
la fagon suivante : g(t) = gg((qt On peut alors exprimer un premier résultat sur
L*.

Lemme 17. o
L*(f, )" = det(] — tay)?

Le résultat principal qui nous intéressera dans cette partie est une majoration
des degrés de L(f,t) et L*(f,t) qui se déduit d’arguments d’homologie.

On note A le polytope de NEWTON de 1+ f (ie Conv({0} U J)). On
note ici L(f) le plus petit sous-espace vectoriel de R™ qui contient A, ie
L(f) = Vectrn(A) = C(A) U —C(A), dont on note n la dimension. Posons
V(f) le volume de A dans R", et V(f) son volume dans LL(f), pour la mesure
de LEBESGUE. Alors V(f) =0 si L(f) # R™

On note, pour A C S, R = {# € R" | Vi € A,z; = 0}. On pose de
fagon analogue V4 (f) le volume de ANRY dans R, et Va(f) son volume dans
L(f) nR%. De plus, on pose

= B C A(-1)/Pl(n — |B|)'V5(f)
ZBCA |B‘(d1m( (f) NRE)VE(S)

Notons M(f) = Z" N C(f), et R(f) = Fylz" | v € M(f)]. On note w la
jauge de I'ensemble A dans R". On va considérer cette jauge sur M (f). Notons
R Pespace R(f) mais muni de la multiplication

u+u/ . / A
suxy - {X si u et v’ sont sur la méme face
0 sinon

Pour simplifier, nous allons définir B et By de la fagon suivante.
Bo={ Y AX | Ay € R, A, —— 0}
reC(A)NZ"

B={ Z ATX’“|ATeK,ATm>0}
reC(A)NZ»

ol R est 'anneau de la partie précédente, et K son corps des fractions.

Définition 20 (Complexe de K0OSzUL). Soient A un anneau commutatif, et
(Di)1<i<n) : A — A une suite de morphismes d’anneaux. Le compleze de Ko0s-
ZUL associé est le complexe de chaines de A-modules suivant

1
Ko(A, (Di)i<i<n) : 0—>/\A" — /\An "1 . ,/\And_1>A_>0

i
ou pour ¢ € [1,7], d; est défini pour ey A---Ae; € A\ A™ ainsi

di(el/\-n/\ei):Z(—l)kH ZDj(ek,j) e1N--NELN---Ne;
k=1 j
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ot e, = (ek1,...,6kn) €A™

On considére le sous-complexze SKo(B,(D;)1<i<n). Posons 6; 'endomor-
phisme de B qui substitue 0 & X;, et pour C C S, Bc = Niecns, ker(6;).
De plus, notons pour C = {i; < --- < 4} C S, ec = e;; A+ Ae;y, tel que

I

(ec)c|=1 forme une base de A B™. Alors on pose pour [ € [0,7],
SK; = @|C|:ZBCCQC

Onreleve fen f = 3 a; X7 € Q[X1,..., X, (X1...X,,)"!]. Pouri € [1,n],

jeJ
on pose
0
E,=X,——
7 7 8XZ
> 1 1
H(X)=> wp'fl (X7) €
1=0
D; =FE; + H;
On suppose enfin que f est non-dégénéré. Cela signifie que pour toute face o
de A qui ne contient pas 'origine, sion note f, = > a;X7, alors gfg’l . g)f{,
JjeJNO "

n’ont pas de zéros en commun dans (F‘qx)" On suppose aussi que f est com-
mode, c’est-a-dire que pour tout A C Sy, dim A(fa) = dim A(fs,) + [S2 \ 4],
ou fa est le polyndéme f avec tous les X; pour i € A valués & 0. On peut alors
enfin énoncer les théorémes suivants.

Théoréme 5. Il existe S; C Sy tel que SK°(Bv(f)i)ieS‘1u52) soit exacte. De
plus

dim Ho(SK4(B, (Di)ies)) = s, (f)
Remarque. Nous obtenons ici un résultat trés important. En effet, ’étude des
groupes d’homologie de ces complexe permet de passer en dimension finie, et
ainsi déduire une borne sur les degré de L(f,t) et L*(f,t) dans le théoréme
suivant.

Théoréme 6. Sif=mn, L*(f,t)"D""" (resp. L(f,t)"Y""") est un polynome
de degré < nlV(f) (resp. < vs,(f)). Et sin < n, ce sont des fractions ration-
nelles de degré nul.
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