Théoreme de Miintz

Kevin QUIRIN

Lecgons :

— Déterminants

Prérequis :

— Distance a un sous-espace en fonction de déterminants de Gram
— Déterminants de Cauchy

— Théoreme de Stone-Weierstrafl

Théoreme 0.1
Soit (¢,|| - ||2) I'espace des fonctions continues sur [0,1], mnui de la norme de L?. Soit (a,)nen une suite
strictement croissante de réels positifs.

Alors on a I’'équivalence :
(i) V := Vect ((z — 2*), o) est dense dans €.
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) La séri 1. .
(ii) La série g o diverge
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Démonstration. Par souci de clarté, on notera simplement z¢ la fonction = +— z¢.

Pour m € RT, on note Ayx(m) la distance de ™ & Vect (z**,...,z*¥). On a donc, avec les déterminants de
Gram :
Gram (2™, 2%, ..., N
AN(m)2 _ ( )
Gram (221, ..., zoN)

Or, pour tous a et b, on a (2%, 2%) = —L—

T a+b+1°
Donc :
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On a donc, d’apres le calcul du déterminant de Cauchy :

(Micy (i = 0)?) (M0 = m)?)
(2m +1) (nm(ai taj+ 1)) (I, (e +m +1)2)

Gram (", ™, ..., z%V) =

et, de la meme facon :



aN): Hz<](al_aj)

Gram (2%, ..., x )
Hi<j (a; + o +1)

Finalement, on a ’expression de la distance cherchée :
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Supposons que V est dense dans €. Alors, pour tout m € R™, on a Ay (m) tend vers 0, i.e Y, u, diverge, avec

u, = log (%) Soit m € R*.

Deux cas se présentent :

— Si (an)n est majorée, > - diverge.

— Sinon, il existe un rang NO pour lequel a,, > m pour tout n > Ny. Alors
2m+1
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et comme Y., u, diverge, > - diverge aussi.
Réciproquement, supposons que y i diverge. En montrant que z* € V' pour tout entier k, on aura le résultat
par théoréeme d’approximation de Stone-Weierstrafl. Soit donc k € N.

Si v, — 00, alors ’équivalent (x) suffit pour conclure.

Sinon :
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Référence : Xavier Gourdon, Analyse, pp 286-287.
REMARQUE — Il y a deux erreurs dans le Gourdon :
— page 287, tout en haut : (z%, ) = —+——.
pag ( ) a+bm
— page 287, dans 'expression du déterminant, il manque un carré :

(st = p?) (o~ ml2))
2m+1) (Hm(ai taj+ 1)) (I, (s +m + 1)2)

Gram (2™, 2%, ..., 2V) =



