Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Référence : L. Schwartz, Analyse 2

Dans la suite, on considere le probleme de Cauchy :
y' = L(t,y)
E
{ y(to) = yo (E)

ou L est continue de |a,b| x R™, |a, b intervalle (ouvert, fermé ou semi-ouvert) de R.

Théoréme 1 : de Cauchy-Lipschitz
On suppose la fonction L continue et globalement k-lipschitzienne en sa seconde variable.

Alors I'équation (E) admet une unique solution f sur |a,b|.

Démonstration. Partons d’une fonction fy, et construisons une suite de fonction (f,,), par récurrence :

Fuia(8) = o + / L(E, fu(t))de. (1)

to

Lemme 2
La suite (f,,) vérifie, pour tout n :

1 fasr(t) — Fult)]] < CEL=tl

o C' < supy, et [111(8) = fo ()l

Démonstration. Le résultat est évident pour n = 0.
Supposons-le vrai pour n > 0.
Alors : )
e = et = [ (L& Fra(®) = (& Fult))

to
d’ou
t

[fnt2 = friall < [ NIL(E, fraa(t)) — LS, fu(8))] dE

to
t
<k | Wfns1() = fa(@®]l car L lipschitzienne
to
Ckrtt ot
< ' / |€ — to|™dE par hypotheése de récurrence
n! to

kn—i—llt _ t0|n+1
(n+1)!



O

Ce lemme nous permet d’affirmer que la suite (f,,) est de Cauchy uniformément sur tout compact, et donc
converge uniformément sur tout compact, vers une fonction f.

La continuité uniforme nous autorise a passer a la limite dans la définition des f,,, d’otu :
t
fO =+ [ L6 S(©)e,
to
ce qui est équivalent a (E).

On peut montrer le lemme suivant par récurrence sur n :

Lemme 3
Soient fy et go deux fonctions, et (f,) et (gn) les suites définies par la relation (1) a partir des données initiales
fo et go respectivement.

Alors pour tout n :
k™|t — to|™
n! '

an(t) - gn(t)H <C

Ce lemme nous montre que la limite f est indépendant du choix de fj.

Soit f une autre solution de (E). En considérant la suite définie par fo = f et la relation (1), on obtient f, = f,
et donc f = f.

D’ott 'unicité. O

EXEMPLE — Si L n’est pas lipschitzienne, on perd 'unicité : on peut par exemple prendre L(t,y) = 3y2/3.

L n’est pas lipschitzienne au voisinage de 0, et si ¢; < 0 < ¢o, la fonction définie par
(t—c1)® pourt<cy

yt)=4¢ 0 pour ¢; < t < ¢
(t—c2)® pourcy <t

est solution de y' = L(t,y) avec y(0) = 0.
REMARQUE — Cette version de la démonstration ne réutilise pas le théoreme du point fixe de Picard. En fait,

on peut adapter pour 'utiliser (magouille, 6 magouille) pour la legon en question, en montrant directement :

Sid g+ yo+ f;o L(&, g(£))dE, alors @ vérifie pout tout p :

197 (g1)(t) — B¥(2) (1) < g1 — galloo-

kP|t — tol

!
Donc pour p assez grand, ®P est contractante et donc admet un unique point fixe. (en fait, c’est 1a que c’est
pénible si a ou b est co : il faut construire la suite et la faire converger sur tout compact).

REMARQUE — On montre ici le théoréeme avec L globalement lipschitzienne. On peut mentionner que le cas
localement lipschitzien se fait de la méme maniere, avec un cylindre de sécurité pour pas sortir des ensembles
de définition des fonctions.



