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Théorème 1 : Lemme de Morse

Soit f : U → R une fonction de classe C 3 sur un ouvert U de R
n contenant l’origine. On suppose que 0 est un

point critique quadratique non dégénéré de f , i.e df(0) = 0 et d2f(0) non dégénérée de signature (p, n− p).

Alors il existe un C 1-difféomorphisme x 7→ u = ϕ(x) entre deux voisinages de l’origine dans Rn tel que ϕ(0) = 0
et

f(x) = f(0) + u2
1 + · · · + u2

p − u2
p+1 − · · · − u2

n.

Démonstration. On écrit la formule de Taylor avec reste intégral au premier ordre pour f , pour x ∈ V0 voisinage
de 0 :

f(x) = f(0) + tQ(x)x,

où

Q(x) =

∫ 1

0

(1 − t)d2f(tx)dt.

Par théorème de dérivation sous intégrale (f est supposée de classe C 3), Q est de classe C 1.

Le théorème de réduction C 1 des formes quadratiques nous donne l’existence d’une fonction M : V0 → GLn(R)
de classe C 1 telle que

Q(x) = tM(x)Q(0)M(x).

On en déduit, en notant y = M(x)x :
f(x) = f(0) + tyQ(0)y.

Or la signature de Q(0) est la même que celle de d2f(0) : (p, n− p). Donc par changement de base :

∃A ∈ GLn(R), Q(0) = tAdiag(Ip, In−p)A.

Finalement,
f(x) = f(0) + t(Ay)Q(0)(Ay).

Pour conclure, en posant u = ϕ(x) = AM(x)x, on a le résultat souhaité :

f(x) = f(0) + u2
1 + · · · + u2

p − u2
p+1 − · · · − u2

n.

Montrons que ϕ est un C 1-difféomorphisme.

Soit ψ : x → M(x)x.

On a alors dψ(0) = M(0), avec M(0) inversible. Donc ψ un est C 1-difféomorphisme au voisinage de 0. Comme
A est aussi inversible, ϕ l’est aussi.
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Théorème 2 : Réduction C 1 des formes quadratiques

On note S l’espace des matrices symétriques de taille n× n. Pour A0 ∈ S inversible fixé, on pose

α :
Mn(R) −→ S
M 7−→ tMA0M

.

Alors il existe un voisinage V de A0 dans S, et une application
V −→ GLn(R)
A 7−→ M

de classe C 1 tel que

A = tMA0M pour tout A de V .

Démonstration. L’application α est polynomiale donc de classe C 1. Calculons sa différentielle :

α(I +H) − α(I) = tHA0 +A0H + tHA0H

= t(A0H) +A0H + O(‖H‖2)

Donc
dα(I)H = t(A0H) +A0H.

Le noyau de dα(I) est donc {H ∈ Mn(R) | A0H antisymétrique}, de dimension n(n − 1)/2. Donc l’image est
de dimension n(n+ 1)/2 = dimS, et donc dα(I) est surjective.

On note maintenant α la restriction de α à F = {H ∈ Mn(R) | A0H ∈ S}.

Alors α est toujours de classe C 1, mais maintenant dα(I) est inversible.

Par théorème d’inversion locale, on a un voisinage U de I dans F (quitte à restreindre U , on le choisit inclu
dans GLn(R)) avec α C 1-difféomorphisme de U sur V = α(U).

Donc pour tout A de V , il existe un unique M ∈ U tel que A = α(M) = tMA0M .

Remarque – Ce théorème nous dit que pour une forme quadratique non dégénérée, les formes quadratiques
assez proche lui sont équivalentes.
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